POLINOMIOS

1.1. DEFINICIONES

Definicion 1.1.1. Sea K un cuerpo. Un polinomio en z, con coeficientes en K es toda
expresion del tipo

o0
p(l‘)zzaiwi=ao+a1x+a2w2+---+anx”+---; a;, v € K; ne NU{0}
=0

donde todos los coeficientes a; son nulos, excepto una cantidad finita de ellos.

Notaciéon 1.1.1. Al conjunto de todos los polinomios en la indeterminada x con coefi-
cientes en K lo denotamos K |x].

Definiciéon 1.1.2. Sea -
p(z) = Zaixi € K[x],
i=0

definimos el grado de p(x), denotado d(p(x)), como aquel m € NU {0} tal que a,, es el
ultimo coeficiente no nulo.

Ejemplo 1.1.1.
1. Sip(x) =2+ 3z — 522 entonces d(p(x)) = 2.
2. Sip(x) = 2z entonces d(p(z)) = 1.
3. Sip(x) =5 entonces d(p(z)) = 0.

4. El polinomio nulo no tiene grado.

Observacion 1.1.1.
1. Podemos escribir los polinomios en orden decreciente.

2. Para simplificar la notacién podemos escribir d(p) en lugar de 9(p(x)).
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1.2. SUMA Y MULTIPLICACION DE POLINOMIOS

Definiciéon 1.2.1. Sean
p(x) = ai’, qlx) =) ba' e Klal,
=0 =0

decimos que p(z) = ¢(z) si y sélo si son idénticos, es decir, p(z) = ¢(z) < a; = b;, Vi.

Ejemplo 1.2.1. Sean p(z) = (a—b)x* 4+ (c—1)x3 +(d+c)x y q(x) = 723+ (2d+b)z? — 2z
dos polinomios definidos en los reales, determine a,b,c,d € R para que p(x) = q(x).

Solucién. Se debe cumplir

a—b=0
c—1=7
d+c= -2
2d+b=0

es decir, para a = 20, b =20, ¢ =8, d = —10.
Definicién 1.2.2. Sean
p(x) = Zaix’, q(x) = Zbiajl € K|z,
i=0 i=0
entonces

L. p(z) +q(x) =d(z) = Zcixi tal que ¢; = a; + b;, Vi.
=0

] i
2. p(z) - q(z) =e(x) = Zdixi tal que d; = Zakbi—k~
i=0 k=0
Observacion 1.2.1. Se puede demostrar que

a) d(p+q) <mix{9(p),d(q)} si I(p + q) existe.

b) d(p-q) = 9(p) + 0(q).

Ejemplo 1.2.2. Sean p(z) = 423 — 22% + 3z, q(x) = 222 + 52 — 2 € R[z]. Si p(z) - q(z) =
r(z) = Y20, dixt, determine ds.
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Solucion.

2
dy = Zaka—k
k=0

= apba—o + arba—1 + agba_2
apbay + a1by + asbg
0-2+3-5+(~2) (-2)
= 19.

Notemos que r(z) = 82° 4 (20 — 4)a* 4+ (—8 — 10 — 6)a>® + (4 + 15)2? + (—6)z.

Teorema 1.2.1. Algoritmo de Euclides. Sean p(z),q(z) € Rz], q(z) # 0, entonces
existen s(x),r(x) € Rlz], dnicos, tal que p(z) = q(z) - s(x) + r(x) donde r(x) =0V I(r) <
9(q)-

Observacion 1.2.2. Al polinomio s(x) lo llamamos cuociente y al polinomio r(x) lo llama-
mos resto.

Ejemplo 1.2.3. Sea p(z) = 23 + 222 — 32 — 4, q(x) =  — 2 € R[z]. Determine el resto y
el cuociente que se produce al dividir p(z) por q(x).

Solucion.
2 4+202 —3x—4:x0—-2=22+4x+5
Fa? + 222
4a? —3x — 4
T4z> + 8z
S5r—4
Fbxr +£ 10

6

Hemos obtenido s(x) = 22+42+5, r(z) = 6 de donde podemos escribir 23 +22% -3z —4 =
(2% + 42 + 5)(z — 2) + 6 0 equivalentemente

3 2
20 —3x — 4 6
v ’ =2l +dr+5+ ——

T — 2 r—2

Observacion 1.2.3. Cuando el polinomio divisor es de la forma x — a podemos efectuar la
divisién mediante “divisién sintética”, método que mostramos con el desarrollo del mismo
problema anterior, tenemos
1 2 -3 —4)|2
2 8 10
1 4 5 |6

Note que el cuociente es s(z) = 2% + 4z + 5 y el resto es r(x) = 6.
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1.3. TEOREMA DEL RESTO

Definicién 1.3.1. a € R es un cero de p(z) € R[z] o raiz de la ecuacién p(x) = 0 si y sélo
si p(a) = 0.

Ejemplo 1.3.1. a = —3 es raiz de p(z) = 2° + 2 — 6 = 0 ya que
p(=3) = (=3)*+ (-3) =6 =0.

Teorema 1.3.1. Teorema del resto. Si p(x) € Rlz] y a € R entonces el resto que se
produce al dividir p(x) por x — a es p(a).

Demostracion. Por el Algoritmo de Euclides tenemos p(z) = (z — a)s(z) + r(z) donde
r(z) =06 d(r(x)) < d(x —a) = 1; esto nos indica que en cualquier caso el resto es una
constante, es decir r(x) = r = cte, asi p(z) = (x — a)s(x) + r; es inmediato concluir que
pla) = (a—a)s(a) +r =r. O

Ejemplo 1.3.2. Sip(z) = 230 — 1, q(z) = v — 1 entonces al dividir p(z) por q(z) = z — 1
el resto que se produce es r = p(1) = 139 — 1 =0, de donde, la divisién es evacta.

Ejemplo 1.3.3. Determine k € R para que:
a) p(x) = 223 + kx?® — 3z — 4 sea divisible (exactamente) por x + 1.
b) p(x) = 2t + 22% — 32% + kx — 7 sea divisible por x — 2 y tenga resto 3.
Solucion.
a) Se debe cumplir que p(—1) = 0. Como p(—1) = -2+ k + 3 —4 = 0 entonces k = 3.

b) Se debe cumplir que p(2) = 3. Como p(2) = 16 + 16 — 12 + 2k — 7 = 3 entonces
k= —b.

Ejemplo 1.3.4. Sean 1 y 5 el resto que se produce al dividir p(xz) € Rlz| por z + 2 y
x — 3 respectivamente. Determine el resto que se produce al dividir p(x) por el producto
(x+2)(x —3).

Solucién. Usando el Algoritmo de Euclides tenemos que p(z) = (z +2)(x — 3)q(x) +r(z)
donde el resto r(z) debe ser a lo mas de grado 1; sea r(x) = ax + b entonces p(z) =
(x4 2)(x — 3)q(x) + (ax + b), debemos determinar a,b € R.

Como p(—2) =1y p(3) = 5 entonces el sistema que se produce es

—2a+b=1
3a+b=5
13

de donde, resolviendo obtenemos a = %, b=+,

por (z +2)(z —3) es r(z) = 2z + 2.

asi, el resto que se produce al dividir p(z)



HERALDO GONZALEZ SERRANO 5

Teorema 1.3.2. a € R es un cero de p(x) € R[z] < (z — a) es factor de p(x).

Demostracion.

=) Sia € Res cero de p(x) entonces p(a) = 0, por otro lado, como p(z) = (x—a)s(x)+r
entonces p(a) = (a —a)s(z) +r =0 de donde r = 0, asi, p(x) = (z — a)s(z), lo que
nos indica que (x — a) es factor de p(z).

<) Si (x —a) es factor de p(z), entonces p(z) = (z —a)s(z), asi, p(a) = (a —a)s(x) =0,
de donde a € R es cero de p(x).

O

Ejemplo 1.3.5. Encuentre una ecuacion monica de grado minimo cuyas raices sean
2,0,1, —5.

Solucién. Por el Teorema anterior concluimos que x — 2, x — 0, z — 1, x + 5 son factores

de p(x), asi, el polinomio pedido es p(z) = z(z — 2)(z — 1)(z + 5).

Ejemplo 1.3.6. Determine A y B de modo que p(x) = z* + 23 + Az? + Bx + 30 sea
divisible tanto por x — 2 como por x + 3.

Solucién. Como p(z) es divisible por z — 2 entonces x = 2 es un cero de p(z), asi,
p(2) =16 + 8+ 44 + 2B + 30 = 0, es decir, 44 + 2B = —54.
De manera andloga, p(—3) = 81 — 27+ 9A4 — 3B + 30 = 0, de donde 94 — 3B = —84.
El sistema que se produce es

4A+2B = -54
9A —-3B = -84

y la solucién es A = —11, B = —5.

1.4. NUMERO DE RAICES DE UNA ECUACION

Demostraremos que toda ecuacién polinomial de grado n tiene n raices, para ello
necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Teorema Fundamental del Algebra, TFA. La ecuacion polinomial

1

p(:L‘) :angpn—kanilxn_ +...+a1x+a0:0’ an#o

tiene, por lo menos, una raiz real o compleja.

La demostracion del Teorema estd fuera del alcance de esta seccién y lo usaremos para
demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.2. La ecuacion polinomial
p(z) = apr™ +ap_ 12" 4+ Far+ag=0, a,#0

tiene, exactamente n raices.

Demostracion. Por el TFA, la ecuacién planteada tiene al menos una raiz, sea ella rq;

entonces x — r es factor de p(z), de donde p(x) = (z — r1)q1(z) = 0, con ¢1(x) de grado

tal que el coeficiente de 2"~ ! es a,,.

Aplicando el TFA a
q(z) = 12" 4 b0 2 4 by + by = 0,

afirmamos que existe al menos una raiz, sea ella x = 1o, asi, q1(z) = (z — r2)g2(x) de
donde p(z) = (z — 1)(z — r2)ga(z) = 0.

Si repetimos el proceso obtenemos p(z) = an(x —ri)(x —r2)--- (x —ry) = 0, de donde
r1,T2,...,T, son raices de la ecuacién.

Demostraremos ahora que esas raices son las nicas; supongamos que r es otra raiz de
p(z) = 0, entonces deberfa cumplirse que p(r) = 0, sin embargo esto dltimo no es cierto
ya que p(r) = ap(r —ri)(r—re) - (r—ry) #0. O

Nos debe motivar el determinar las raices de una ecuaciéon polinomial, el siguiente
teorema nos ayuda en tal intento.

1.5. RAICES RACIONALES
Teorema 1.5.1. Si una fraccion irreducible 5 € Q es raiz de la ecuacion
p(z) = anz™ + ap_12" 4+ ez +ag=0; a, #0,

entonces ¢ es divisor de ag(cla,) y d es divisor de ay(d|q, ).

Demostracién. Como § € Q es raiz de la ecuacion
-1
p(x) = apz" + ap—12" "+ +arx+ap =0

entonces p (g) =0,

C c\" c\n—1 c
(§)=0 = o v (" () o

d d d d
n n—1 c
= andin"i_an—lﬁ—i_'”—i_alg—i_ao:O/dn#o
= 4+ an_1" M+ +ared” +agd® =0 (1.1)
= ap 1A+ Fared” !+ apd™ = —apc™.

Como d divide la primer lado de la igualdad anterior entonces d divide a —a,c”, y dado
que d no divide a ¢ entonces d debe dividir a a,,.
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Andlogamente, de (1.1) tenemos
anC + ap_1¢" Yd+ -+ ared” ! = —apd®,

de lo cual concluimos que ¢ debe dividir a ag. ]

Observacion 1.5.1.
1. El Teorema nos entrega las posibles raices racionales de la ecuacién.

2. Usando la contrapositiva concluimos que si d no divide a a, 6 ¢ no divide a ag
entonces 7 no es rafz de la ecuacion.

Ejemplo 1.5.1. Resuelva la ecuacion p(x) = 22* — 2% — 1122 + 42 + 12 = 0.

Solucién. Las posibles raices racionales de la ecuacién son g donde c|12 y dla.
Como c € {£+1,+2,4+3,+4,£6,+12} y d € {£1, £2} entonces las posibles raices racio-
nales son

c 1 3
- 1,+2,43,+4,46,£12, £ -, +— ¢
d E { ) ) ) ) ) Y 27 2}
Ahora debemos determinar, por reemplazo, alguna raiz.
Como p(1) = 6 # 0 entonces z = 1 no es raiz de la ecuacién.
Como p(—1) =2+1—-11—-4+12 = 0 entonces x = —1 es raiz de la ecuacién, asi entonces
p(z) =22 — 23 — 112° + 4z + 12 = (z + 1)s(z);

este polinomio s(z) lo podemos determinar por divisién sintética; tenemos

2 -1 —11 4 12 |-1
—2 3 8 -12
2 -3 -8 12 |0

de donde s(x) = 22% — 322 — 8z + 12, asi
p(z) =22t — 23 — 1122 + 42 4+ 12 = (z + 1)(22% — 322 — 8z 4+ 12) = 0.

Repetimos el proceso para la ecuaciéon s(z) = 223 — 322 — 8z + 12 = 0, las posibles
raices racionales son

1
S {11,12,13,14, iﬁ,ilQ,iQ,ig}

alo

y obtenemos s(2) = 16—12—16+12 = 0, de donde s(z) = 223 —32%2—82+12 = (z—2)m(x),
este m(zx) lo obtenemos por divisién sintética, tenemos,

2 -3 -8 12 |2
1 2 —12
2 1 -6 |0
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de donde m(z) = 222 +x — 6, asi, s(x) =22% — 322 - 82 + 12 = (x — 2)(22°2 + 2 —6) y
entonces

plx) =22 — 23 —112? + 40+ 12= (2 + 1)(z — 2)(22> + 2 — 6) = 0.
Como el polinomio cuadratico 222 + x — 6 se factoriza por (2z — 3)(z + 2) entonces
plz) =22t — 23 —11a? +da 4+ 12 = (z +1)(z —2)(2z — 3)(z +2) =0
de donde las raices de la ecuacién son x = —1, x =2, x = %, r=—-2.

Ejemplo 1.5.2. Resuelva la ecuacion 4a* — 423 — 522 + x4+ 1=0.

Solucién. Como c € {+1} y d € {£1,+2, +4} entonces las posibles raices racionales de

la ecuacién p(z) = 0 son
Celir 1l 4!
d T2 T4
1

Dado que p (%) =41—-5—7+t % + 1 = 0 entonces x = 5 es raiz de la ecuacion y luego,
(z — 3) es factor de p(x), asi, p(z) = (z — 3) s(z).
Al dividir p(z) por z — 3 obtenemos s(z) = 42° — 222 — 6z — 2, de donde

1
p(z) =42t —4a® — 522 +x+1= (m—2> (42 — 2% — 62 — 2) = 0.

Si aplicamos otra vez el método a la ecuacién s(z) = 42® — 222 — 62 — 2 = 0, las posibles

raices racionales son
1 1
€ {il, j:2,j:,j:} .

aulo

2 4

Como s (—3) = 0 entonces s(z) = (z + 3) m(z) y, al dividir s(z) por z+ 1 obtenemos

m(z) = 42? — 4z — 4.

Al resolver la ecuacién m(x) = 0 obtenemos x = 1+72\/57 x = 1*2‘/5.
Finalmente, las raices pedidas son z1 = %, Ty = —%, T3 = 1+2\/5’ T4 = 1*2‘/‘?’.

1.6. NATURALEZA DE LAS RAICES

Teorema 1.6.1. Si un nimero complejo z = a + bi es raiz de la ecuacion polinomial
p(z) =apz™ +---+a1x+ap=0, a; €R,

entonces el conjugado zZ = a — bi también es raiz de la ecuacion.

Demostracion. Como z = a+ bi es raiz de la ecuacién entonces p(z) = 0. Notamos que las

potencias pares de b producen nimeros reales y las potencias impares de b: produciran
expresiones imaginarias.
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Si denotamos por A a la suma algebraica de los niimeros reales y por Bi a la suma
algebraica de los nimeros imaginarios entonces p(z) = 0 se puede escribir como A+ Bi = 0,
de donde A = B = 0.

Si ahora analizamos p(Z) las potencias pares de —bi tienen el mismo valor que las
potencias pares de bi y las potencias impares de —bi sélo diferiran de las potencias impares
de bi en el signo, asi p(2) = A — Bi; como A = B = 0 entonces p(z) = 0, por lo cual
Z = a — bi también es raiz de la ecuacién p(z) = 0. O

Ejemplo 1.6.1. Six = 141 es raiz de la ecuacion p(z) = x> —4a? +6x —4 = 0 determine
las otras raices de la ecuacion.

Solucién. Como z = 1+ ¢ es raiz de la ecuacién entonces = 1 — ¢ también es raiz de
la ecuacién, asi ¢ — (1 +i) y x — (1 — 4) son factores de p(x), en consecuencia podemos
escribir p(z) = 2% — 422 + 62 —4 = (v — (1 +1))(z — (1 —1))g(x) = 0.
Como (z — (1 +1i))(z — (1 —i)) = 2% — 22 + 2 entonces el polinomio se puede escribir
como 13 — 422 4+ 62 — 4 = (2% — 2z + 2)q(z), de donde ¢(z) = % =z -2
Tenemos p(z) = (x — (1 4+4))(z — (1 —4))(x — 2) = 0, por lo tanto las raices pedidas
sonz=1+4xr=1—1 =2

Ejemplo 1.6.2. Determine a,b € R para que p(x) = z* + 22% + ax + b = 0 tenga raiz
z=1+1.
Solucién. Siz = 1+i esraiz de p(x) = 0 entonces Z = 1 —1 también es raiz, asi, z —(1+1)
y  — (1 — i) son factores de p(z), es decir, p(z) = (x — (1 +1i))(x — (1 — 7))s(z); como
(x — (1414))(x — (1 — 1)) = 2% — 22 + 2 entonces p(z) = (2% — 2z + 2)s(z).

Al dividir 2* + 223 + ax + b por 22 — 2z + 2 el resto que se produzca debe ser igual a

cero y, alli obtenemos la ecuacién para determinar a,b € R pedidos; tal resto es (12 +a —
8)x + (b—12), asi, (a+4)x + (b —12) =0, de donde a = —4, b = 12.

Este problema también podemos resolverlo usando la teoria de niimeros complejos;
tenemos que, como z = 1 + 1 es raiz de p(z) = z* 4+ 223 + az + b = 0 entonces se cumple

(1+i)* +2(1+4)3 +a(l+i) +b= 0404,

calculemos las potencias alli senaladas, usando De Moivre, tenemos:

(1+4)* = |V2(cos(45°) + isen(45°)) !
= 4(cos(180°) + ¢ sen(180°))
— 4(—1+00)
_—

(140 = [Vacos(45°) +isen(a5))]

= 2v/2(cos(135°) + i sen(135°))
— 22 (f +i f)
= —242i,
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asi, la ecuacién queda —4 + 2(—2 + 2i) + a(1 4+ i) + b = 0 4 07, de aqui concluimos
—4—-4+a+b=0
4+a=0
es decir, a = —4, b = 12.
Ejemplo 1.6.3. Sea p(v) = 2* — 323 + 522 — 27z — 36 € C[z] tal que bi,b # 0 es raiz de
p(z) = 0; determine las otras raices de la ecuacion.

Solucién. En primer lugar debemos determinar el valor de b.

Como bi es rafz de p(z) = 0 entonces (bi)* — 3(bi) + 5(bi)? — 27(bi) — 36 = 0, de esto
concluimos que b*i* — 36333 + 5b%i% — 27bi — 36 = 0 + 04, asi, podemos deducir el siguiente
sistema

bt — 52 —36=0
30° —27h =0

de la segunda ecuacién obtenemos 3b(b?> —9) = 0; como b # 0 entonces b> —9 = 0 de donde
b= =£3.

Para cualquiera que sea el valor de b concluimos que 3i y —3i son ceros de p(z), asi,
p(z) = (z — 3i)(x + 3i)s(z).

Como (z — 3i)(x + 3i) = 22 + 9 entonces el cuociente s(z) se obtiene dividiendo p(z)
por 22 +9; tal s(x) es s(z) = 22 — 3z — 4, de donde p(z) = (x — 3i)(z + 3i)(2? — 3x — 4),
resolviendo la ecuacién 22 — 3z — 4 = 0 conseguimos = = 4, v = —1.

Las raices de p(z) = 0 son: 37, —3i, 4, —1.

1.7. ALGUNAS AYUDAS PARA ENCONTRAR RAICES

Cota superior de las raices
Si en la ecuacion polinomial
p(z) = ana" + ap_12" '+ +a17 + ag = 0,

con coeficientes reales se cumple que a,, > 0, el primer coeficiente negativo esta precedido
por r coeficientes positivos o nulos y si ay, es el coeficiente negativo de mayor valor absoluto
entonces cada raiz « de la ecuaciéon es menor que

il

Qnp
Ejemplo 1.7.1. En la ecuacion real
p(z) = 2° + 227 — 1823 — 822 + 412+ 30 =0

tenemos que r = 3, ar = —18, a, = 1, ast, toda raiz o es tal que

T

a<l+ =1+ V18 ~ 3,62.
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Note que las posibles raices racionales de la ecuacion son § € {£1, 42,43, £5,+£6,£15, £30}
y que el acotamiento de las raices por lo menos elimina 4 posibles raices; en definitiva las
raices son 2,3, —1,—1, —5.

Regla de los signos de Descartes

Definicién 1.7.1. Sea la ecuacién polinomial
p(z) = apx™ + an—133n_1 + -4+ aix+ag=0,

con coeficientes reales; decimos que dos coeficientes consecutivos ag, a, tienen una variacién
de signo si ay - ap < 0.
Denotamos por V' al nimero de variaciones de signo de p(z) = 0.

Ejemplo 1.7.2. La ecuacion 3z* — 223 + 822 + 5 = 0 tiene dos variaciones de signo, en
tanto que, la ecuacion x3 + 322 + 2z + 1 = 0 tiene cero variaciones de signo.

Regla de los signos de Descartes. Sea la ecuacién polinomial

1

p(r) = an@" + an 12" + -+ a1z 4+ ag = 0,

con coeficientes reales. Si V' es el nimero de variaciones de signo de p(x) = 0 entonces el
nimero P de raices positivas es P o ese nimero disminuido en una cantidad par.

El nimero N de raices negativas de la ecuacién p(xz) = 0 es igual al nimero de varia-
ciones de signo de p(—z) = 0 o ese nimero disminuido en una cantidad par.

Ejemplo 1.7.3. Analice la ecuacion p(x) = 22* — 52+ 1 = 0.

Solucién. Como p(z) tiene dos variaciones de signo entonces la ecuacién tiene 2 raices
positivas o ninguna.

Como p(—z) = 2(—z)* — 5(—x) + 1 = 22* + 52 + 1 entonces la ecuacién p(z) = 0 tiene
ninguna raiz negativa. Asi, la ecuacién tiene 2 raices reales y 2 raices complejas o 4 raices
complejas.

Como p(0) =1y p(1) = —2 entonces dado que el polinomio es “continuo” concluimos
que existe una raiz real en el intervalo (0,1) C R, asi, en definitiva, la ecuacién tiene 2
raices reales y 2 raices complejas.

Ejemplo 1.7.4. Encuentre las raices de la ecuacion 3x> + 112? + 8x — 4 = 0.

Solucién. Las posibles raices racionales de la ecuacién son de la forma 3 tal que c es
divisor de —4 y d es divisor de 3; como ¢ € {£1,£2,+4} y d € {£1,£3} entonces las
posibles racionales son tal que

c 1 2 4
— €441, 42,44, +— +— £— 5.
d 373 3
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Para decidir cuales de las posibles raices racionales son, en definitiva, raices racionales de
la ecuacién debemos verificar si m(x) = 0 donde m(x) = 323 + 1122 + 8z — 4.

Al verificar, detectamos que m(—2) = 0, asi, —2 es raiz de la ecuacion, es decir, z + 2
es factor de p(z) entonces, 323 + 1122 + 8x — 4 = (z + 2)s(x); debemos determinar el
cuociente s(x), lo cual lo realizamos por divisién sintética, tenemos,

3 11 8§ —4|-2

—6 —10 4
3 5 -2 |0

El polinomio buscado es s(x) = 322 + 5z — 2 de donde, el polinomio m(z) es m(z) =
(x +2)(322 + 5 — 2) y la ecuacién es m(z) = (x + 2)(32? + 5z — 2) = 0.

Si resolvemos la ecuacién 3z? + 5z — 2 = 0 obtenemos z = %, x = —2 asi,

1
323 1122 + 82 —4 = (2 +2) (35—3) (z+2),

de donde las raices de la ecuacion son x = —2 de multiplicidad 2 y = = é

Observacion 1.7.1.

1. Si sélo intentaramos ubicar las posibles raices por simple verificacién entonces la raiz
de multiplicidad 2 no la habriamos detectado.

2. Notemos que la Regla de los signos de Descartes nos indica que “el niimero de raices
positivas de la ecuacién m(z) = 323 + 1122 + 82 — 4 = 0 es el niimero de variaciones
de signo de m(x) o ese nimero disminuido en un nimero par”, como el nimero de
variaciones de signos de m(x) es 1 entonces el niimero de raices positivas es 1; por otro
lado “el niimero de rafces negativas de la ecuacion m(x) = 323+ 1122 +8z—4 = 0 es
el nimero de variaciones de signo de m(—x) o ese nimero disminuido en un nimero

7

par”, como m(—xz) = —3z% + 1122 — 8¢ — 4 entonces el nimero de variaciones de
signo es 2 y la cantidad de raices negativas de la ecuacién es 2 o ninguna.

Dado que el numero de raices de la ecuacién es 3 entonces la posible multiplicidad
de las raices es: 1 raiz positiva y 2 negativas o 1 raiz positiva, 0 raiz negativa y 2
raices complejas; en definitiva se obtuvo la primera opcién.

Método de Aproximaciones Sucesivas

Es posible que, a veces, una ecuacién polinomial no tenga raices racionales, por ejemplo,
la ecuacién p(z) = 2% + z — 4 = 0 tiene como posibles raices racionales en el conjunto
{#£1,+£2,4+4} y ninguna de ellas, en definitiva, es raiz.

Por otro lado, la regla de las variaciones de signo nos indica que la ecuacién tiene una
raiz real positiva y dos raices complejas. ;Cémo obtenemos la raiz real, siendo esta una
raiz irracional?.

Para obtener, por aproximacion, la raiz real positiva, debemos acotarla por dos enteros
consecutivos; como p(1) = —2 y p(2) = 6 entonces la raiz pedida esta entre 1y 2.
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Un método puede ser el de determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
(1,2) y (2,6) que es de la forma ax + by + ¢ = 0 y determinar el valor de la variable z
cuando y = 0. El proceso se repite las veces necesarias.

1.8. RELACIONES ENTRE COEFICIENTES Y RAICES DE UNA
ECUACION

En la ecuacién polinomial

n" + ap12" P+t az+ao=0, an £0,

se cumple la siguiente relacion entre los coeficientes a;, ¢ = 0,1,2,...,n y las n raices r;,
Gp—1 . .,
— = suma de las raices de la ecuacién
Gnp
ap—2 ,
= suma de los dobles productos de las raices
Gnp
ap—3 : ‘
— = suma de los triples productos de las raices
Qn
n aO ’
(-=1)"— = producto de las raices
Gnp,

Ejemplo 1.8.1. Determine k € R en la ecuacion 2 — 7x + k = 0 para que una de sus
raices sea el doble de otra de ellas.

Solucién. Sean a, b, 2b las raices con la condicién impuesta, entonces se cumple,

- k
a+b+2b:—% =0 ; ab+2ab+2b* = T7 =7 ; 2ab2=—I=—k.
El sistema que debemos resolver es
(1) a+3b=0
(2) 3ab+2b? = -7
(3) 2ab? = —k
De (1) obtenemos a = —3b, reemplazando en (2) conseguimos —9b* + 2b> = —7, asf,

b = +1. Si reemplazamos estos valores en (1) entonces,
b=1= a= —3 de donde, en (3) obtenemos —k = 2(—3)12 = —6, asi, k = 6.
b= —1= a =3 de donde, en (3) obtenemos —k = 2(3)(—1)? = —6, asi, k = —6.

Para k =6 y k = —6 se produce lo pedido.

Usted puede verificar que
Si k = 6, entonces la ecuacién es 23 — 7z + 6 = 0, con raices 1, —3, 2.

Si k = —6, entonces la ecuacién es x> — 7z — 6 = 0, con raices —1, 3, —2.
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Ejemplo 1.8.2. Si a,b,c son las raices de la ecuacion x> — px? + qx —r = 0 determine
el valor de la expresion a% + b% + C%

Solucién. Como a+b+c=—-==p, ab+ac+bc=171=¢q, abc=—F" =1 entonces
la expresién
1 N 11 b4 dP® + a?b?
a? b2 2 a?b?c?
debe expresarse en funcién de p, g, r.
Es inmediato conseguir a?b*c?> = (abc)? = r2, por otro lado, para determinar b2c? +
a%c? + a?b? usamos la expresion (ab + ac + be)?; tenemos

(ab+ac+bc)? = 2%+ a?c + b2 + 2a%be + 2ab*c + 2abc?
a®b? + a%® 4+ b?c + 2abc(a + b + ¢),
asi, reemplazando los datos obtenemos ¢*> = a?b? + a’c? + b%c? + 2rp, de donde, a?b® +

a’c® 4 b*c? = ¢% — 2rp, entonces,

1 1 1 b2c? +a’c? +a??  ¢® —2rp
* e a?b?c? Tz

a2

Ejemplo 1.8.3. Determine las raices de p(x) = 423 — 1222 + 320 + 5 = 0 si estas estdn
en Progresion Aritmética.

Solucién. Sean a = a —d, 8 = a, v = a + d las raices (en Progresiéon Aritmética) de la

ecuacion, entonces, de o + 8+ = —=}2 conseguimos (a — d) +a + (a + d) = 3, de esta
ultima ecuacién obtenemos a = 1.
De la relacién affy = —g conseguimos (a — d)a(a + d) = —%, es decir, conseguimos la
ecuacién (1 — d)(1+d) = —2. Esta ecuaci6n nos da los resultados d = £3.
c 3 _ 1 5_ _5
Sid= 4 entonces a = —35, B=1,7=3.
Sid= —% entonces a = %, B=1~v= —%.

1.9. FRACCIONES RACIONALES

1.9.1. Fracciones racionales

De la misma manera que el cuerpo QQ de los nimeros racionales se forma a partir del
anillo Z de los enteros, es posible construir, a partir del anillo K[z] un cuerpo, llamado el
cuerpo de las fracciones racionales con coeficientes en K.

Este cuerpo se denota por K(x) y es el conjunto cuociente de K[z] x {K[z] — {0}}
dado por la relacién de equivalencia R

(f1(2), 91 () R(fa(2), 92(2)) & fi(2)g2(x) = fa(2)g1(x).

Una fraccién racional en la indeterminada x sobre K es, entonces, una clase de equi-
valencia representada por el par (f(z),g(z)) de polinomios de K (x) en que g(z) # 0, otro
par (fi(x),g1(z)) representa a la misma fraccién racional si y sélo si

f(@)g1(x) = fr(z)g(x).
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Al elemento (f(z), g(x)), representante de una clase de equivalencia lo denotamos por

\.,

(z)

ok entonces

«Q
-

1.9.2. Suma y Multiplicacién en K[z| x {K[z] — {0}}

Definicién 1.9.1. En Klz| x {K[z] — {0}} definimos las operaciones suma y multiplica-
cién por

flz) alz)  _ f@)b() +g(z)a(z)
g(x) ~ blz) 9(x)b(z)

flz) alz) _ flz)a(z)

g(x) blz) 9(x)b(x)

Observacion 1.9.1. Es fécil verificar que (K (z), +, -) es un cuerpo; el elemento neutro para
la adicién es la fraccién racional nula, denotada por 0, que es la clase de equivalencia
del par ﬁ donde g(x) # 0; el elemento neutro para la multiplicacién, llamada fraccién

racional unitaria y denotada por 1 es la clase de equivalencia de los pares % donde

g(x) #0.

Teorema y Definicién

f(z)

Para cada fraccién racional de K (x) existe un representante e) tal que los polinomios
f(x), g(z) son primos entre si. Todo otro representante con esta propiedad es de la forma

2; Eg donde ¢ € K(z) — {0} es polinomio constante.
f(z)

Este representante tinico, s gz S€ llama la forma irreducible de la fraccién racional.

1.10. FRACCIONES PARCIALES

Definicién 1.10.1. Sea % € K(x) — {0}, definimos el grado de %, denotado por

0 (£8) vor 0 (£8) = a(f (@) - 0(g(x)).

La fraccién racional (—i; es propia si 0 <£(—8> < 0, en caso contrario se dice que es

impropia.

Observacion 1.10.1. Se puede demostrar que el grado de una fraccién racional es indepen-
diente de la eleccion del representante de ella.

Teorema 1.10.1. Sean %, % fracciones racionales propias entonces Ha) + % es

. e
propia.
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Demostracion. Usted debe demostrar que 0 (ﬁg + Z((g ) < 0. O

Teorema 1.10.2. Toda fraccion racional se puede expresar, de manera unica, como la
suma de un polinomio y una fraccion propia o la fraccion nula.

Demostracion. Sea g( € K(x), como g(z) # 0 aplicamos el algoritmo de la divisién a
flx)y g(z) obtenlendo f(x) =e(z) - g(x) 4+ r(z) donde

r(z) = {O
I(r(x)) < 9(g(x))

es inmediato concluir que % = e(x) + ggz; tal que e(x) € - )[ x]y 0 (;Eg) < 0; el

polinomio e(z) se llama la parte entera de la fraccién racional ! Ok

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que E 3 =ei(x)+ 2(%) donde

Si e(x) # e1(x) entonces

d(e(z) — er(x)) = 8 <7"(‘”) - Tl(w)) <0

(z)

Teorema 1.10.3. Considere la fraccién racional propia o € K(z) tal que g(x) =

QQ

)
91(z) - g2(x) en que los polinomios gi(x), g2(x) son no nulos y primos entre si, entonces

existen polinomios unicos fi(x), fa(z) tal que

[@) A | @)
1@~ 0@ e

donde 0(f1(x)) < 0(g1(x)) y (fa(x)) < I(ga(x))-

V)

Demostracion. Como siempre existen polinomios wuj(x),us(x) tal que 1 = ui(x)ga(x) +

uz(z)g1 (), entonces
flz) _ f@wm(z) | fl@)u@)
g9(z) 91(z) g2(z)
Denotando por eq(x) y e2(x) las partes enteras del primer y segundo sumando respec-
tivamente tenemos
fi(z)

g1()

= 61(1‘) +
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con O (51%3) <0y

f(@)uz(z) fa(z)
w2 a@
con O (g;gg) < 0, entonces
(2) (z) | folz)

m =ej(x) + ea(x) + h

Como 0 (@> <0yo (fl(x + L202) ) < 0 entonces e1(z) + ea(xz) = 0 de donde,

g(x) gi(z) ' ga(x)

f0) _ hle) | @)
g(x) — gi(x)  ga(x)
donde@(ﬁ%) <Oy0(gQEx;) <0. O

En el Teorema anterior y en las siguientes generalizaciones se supone que % es una

fraccién irreducible.

Teorema 1.10.4. Sea la fraccion racional propia % € K(z) tal que g(z) = gi(x) -
g2(x) - - gn(x) en que g1(x), g2(x), . .., gn(x) son polinomios no nulos y de dos en dos son
primos relativos entre si, entonces existen polinomios f1(x), fo(x),..., fu(x) tal que

f@)  h@) R @
@ 0@ ww@ T e

donde O(fi(z)) < 0(gi(x)), i=1,2,...,n.

Demostracion. Por induccion. O

Teorema 1.10.5. Considere la fraccion racional propia fgxg € K(x) tal que

g(x) = [gr(@)]"™ - [ga(x)]™ - - - [gn ()™

en la que g1(x), g2(x), ..., gn(x) son polinomios no nulos y de dos en dos son primos relati-
vos entre sty mi,ma,....,m, € N, entonces existen polinomios 1Unicos
fl(x)7 fQ(x)v <o 7fn(w) tal que
x x x x
S0 _ A B b
g9(x)  [g(@)]™  [ga(a)]™2 [gn ()]

donde O(fi(z)) < 0(gi(x)),i=1,2,...,n

Demostracidon. Si gi(x),g;(z), i # j son primos relativos entonces [g;(z)]™ y [gj(x)]"™
también lo son y tenemos el teorema anterior. O
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Observacion 1.10.2.
f(x)

1. Estos teoremas indican que la fracciéon racional propia Sz) 5¢ ha expresado como
suma de fracciones parciales.

2. El caso de la fraccién parcial de la forma %, m € N, puede ser susceptible de la

descomposicién f) @ @ @
r)  a(z as(x . am(®
9(@) + + e+

)

Jmg@) (@)
en que 0(ai(z)) < d(gi(x)),i=1,2,...,n 6 a;(x) =0.

Demostracion. Por induccién.

f=) _ f(x)
Si m = 1 entonces o) = 9"

Para m = 2 aplicamos el algoritmo de la divisién a los polinomios f(x) y g(z) obte-
niendo fg ; ar(z) + ‘;2((;)) donde 0(az(x)) < d(g(x)), de aqui concluimos que

f@) _a@) , )
G@P ~ 9@ @

Ya tenemos visto el método, usted puede completar la induccién. ]

1.10.1. Aplicacién en C|z]

Como los tnicos polinomios irreducibles en C[z] son los polinomios de grado 1 entonces
toda fraccién racional propia % € Clz] se puede decomponer en suma de fracciones
parciales de la forma

(z) <~  Au
— -+
g(z) ;(x—al Z (z — ap)"

en que Ay, Ag;, ..., An; € C'y donde

g(x) =(r—a1)™(x —a2)™ - (x —an)™; mi,me,...,m, € N.

1.10.2. Aplicacién en R|x]

En R[x] los ﬁnicos polinomios irreducibles son los polinomios de grado 1 y los polino-
mios cuadraticos ax? + bz + ¢ donde b? — 4ac < 0.

Asi, toda fraccién racional He é ; € R[z] se puede descomponer en suma de fracciones
parciales de la forma

f(x) — Ay o= Ap
F S e
71 Tp
Bijz + C; Bpja 4 Ch,
+ 4t -
; (a12% + biz + ¢1)J ; (apa? + bpz + ¢p)7
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donde
g(z)=(x—a))™ - (xr—ag)™ - (z — an)m”(alx2 +bix+cp)t--- (ap$2 +bpx +¢p)'P

y los coeficientes Ay;, ..., Api, Bij, ..., Bpj, Cij, ..., Cp; son nimeros reales.

Ejemplo 1.10.1. Exprese como suma de fracciones parciales la fraccion racional ;@jrlw €
Rlz].

Solucién. Como 7+ == (:v2 + 1) y 22 + 1 es irreducible en R[x] entonces la descom-
posicién es
r+1 A Bx+C
B4z x| a2+1°
Debemos determinar los nimeros reales A, B, C'; multiplicando la ultima igualdad por
x(2? + 1) obtenemos,
r+1=A(x*+ 1)+ (Bz + O)z.

Si z = 0 concluimos 1 = A.
Si, por ejemplo, z = 1 entonces 2 = 2A + (B + C), es decir, B+ C =0 con A = 1.

Si x = —1 entonces 0 = 2A + (—1)(—B + C') de donde B — C = —2.
Resolviendo el sistema formado por las dos tltimas ecuaciones obtenemos B = —1,

C =1, de donde
z+1 1 —xz+1

w4 x 12417

Ejemplo 1.10.2. Ezprese como suma de fracciones parciales la fraccion racional 5L €

T3+
C(x).

Solucién. Como 2% + x = z(2? + 1) = z(z + i)(z — i) entonces

r+1 A B C
+

B+ x x+i x—1

debemos determinar los nimeros complejos A, B, C'.
Al multiplicar la dltima expresién por x(x + i)(x — i) obtenemos

r+1=A(x+1i)(x—1i)+ Bx(z —i) + Cz(x + 7).
Si z = 0 entonces 1 = A(—i%) de donde A = 1.
Si z =i entonces 1 +i = C'i(2i), es decir, 1 +i = —2C de donde C' = L.
Si x = —i entonces 1 — i = B(—i)(—2i), es decir, 1 —i = —2B de donde B = 1=/

Asi,
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1.11. EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.1. Considere los polinomios p(x) = 223 — 322 + 62 + 3, q(z) = 322+ 6x —2 €
Rlz] y

p(x) - q(x) =r(x) = Z cixt, p(z) + q(z) = Z dya’.
i=0 i=0

Determine, usando las definiciones correspondientes
a) dg.
b) ¢y.

Ejercicio 1.2. Sean p(z) = 4 + 3z + 32?2, q(z) = 3 + 22 + 42? € Zs[7], determine
a) p(z) +q(x). Resp. 2 + 222

b) p(z) - q(x).

Ejercicio 1.3. Verifique que, en Zs[z] se cumple
a) (z—1)(z% +42%42 + 1) = 2* + 323 + 22 + 4.

b) (z —1)(xz+1) = 22 + 4.

Ejercicio 1.4. Demuestre que
a) d(p+q) <max{9(p),d(q)} si I(p + q) existe.
b) 9(p-q) = d(p) + 9(q)-

Ejercicio 1.5. Demuestre que
a) (K[x],+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
b) El anillo (K[x],+, ) no tiene divisores del cero.

c) El anillo (K[z],+, ") no es un cuerpo.

Ejercicio 1.6. Usando el Teorema del Resto demuestre el enunciado dado, sin € Z™.

a) ' — a” es divisible exactamente por x + a si n es par.

b

" 4+ a™ es divisible exactamente por x + a si n es impar.

¢) " + a” no es divisible exactamente por x + a si n es par.

)
)
)
)

d

™ + a™ no es divisible exactamente por x — a si n es par.
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Ejercicio 1.7. En los siguientes ejercicios obtenga el cuociente y el resto usando la division
sintética.

a) (23 +422+7x —2) + (v +2). Resp. 22+ 2z + 3, —8.

b) (2% + 223 — 1022 — 11z — 7) + (z — 3).

o

) (o
) (2 —2*+22-2)=(x—1). Resp. 2 +at+2+1, —1.
d) (

42 =322+ 3z +7) = (z+3). Resp. 423 — 22? — 224+ 4, 5.

Ejercicio 1.8. Demuestre que z — 1 y 242 son factores de p(x) = z* +22% — 722 — 82+ 12
y determinar los factores restantes. Resp. x — 2, x + 3.

Ejercicio 1.9. Compruebe que dos de las raices de la ecuacién z*+ 2% — 1622 —4x+48 = 0
son 2 y —4 y halle las raices restantes. Resp. 3, —2.

Ejercicio 1.10. Use la divisién sintética para hallar el cuociente y el resto al dividir el
polinomio 22* — 523 4 322 — 2 + 3 por 2z + 1.

Sugerencia. Efectue la division sintética dividiendo por x+% y luego divida el cuociente
por 2.  Resp. 23 — 322 4+ 3z — 2, 5.

Ejercicio 1.11. Determine p(z) €
p(

Z7]x], ménico de grado 3 tal que x — 1, z — 2 son
factores de p(z) y ademds p(4) = p(3)

3). Resp. (x—1)(z —2)(z +6) = (z +6)%(x + 5).

Ejercicio 1.12. Determine si z — 3 es factor de p(x) = 2 + 23 + 2 + 4 en Q[z], Zs[z],
Z5 [l’]
Respuesta,

p(3) = 115 en Q[x], luego no es factor.
p(3) =1 en Zs[x], luego no es factor.

p(3) = 0 en Zs[z], luego si es factor.

Ejercicio 1.13. Use el Teorema del resto para determinar el valor de k que hace que el
polinomio 32% — 222 + kx — 8 sea divisible exactamente por x — 2. Resp. k = —

Ejercicio 1.14. Halle el valor de k para que al dividir el polinomio p(x) = x* + 223 —
3x2 4+ kx — 7 por © — 2, el resto sea 3.  Resp. k = —

Ejercicio 1.15. Halle los valores de a y b que hagan que 2 y —3 sean raices de la ecuacién
ot + 23 + ax® + bx + 30 = 0.
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Ejercicio 1.16. Determine a, b, c de modo que (z — 3)(z + 1)(z — 1) sea factor de x° —
224 — 623 4 ax® +br+c. Resp.a=8,b=5,c=—6.

Ejercicio 1.17. Sea p(z) = 23 + ax? + bx + ¢. Al dividir p(z) tanto por = + 2 como por
x + 3 el resto que se produce es cero; pero al dividir por  — 1 el resto es —12. Calcule el
valor de A =14a —4b+3c. Resp.a=3,b=—4,c=—12.

Ejercicio 1.18. Al dividir un polinomio p(z) separadamente por x — 1 y x — 2 se obtiene
como resto 5 y 3 respectivamente. Calcule el resto que se produce al dividir p(z) por el
producto (z — 1)(x —2). Resp. 2z + 7.

Ejercicio 1.19. En cada uno de los ejercicios siguientes, compruebe que la ecuacion dada
tiene como raices los valores indicados de 7, y halle las raices restantes.

a) 23— 622+ 132 —10=0;r =2. Resp. 2 1.

b) 2* — 23 — 922 + 324+ 18 =0; 7 =3,-2. Resp. £V/3.

Ejercicio 1.20. Compruebe que la ecuacién z* — 1122 — 122 + 4 = 0 tiene la raiz doble
—2 y halle las restantes raices. Resp 2 £ /3.

Ejercicio 1.21. En cada uno de los siguientes ejercicios, se dan unas raices de la ecuacién.
Halle las raices restantes.

a) 3+ 2?2 —4x+6=0;1—i. Resp. 1+14, —3.
b) z* — 623 + 1422 — 142 +5=0;2 -7 Resp. 2414, 1, 1.

c) 2° — 7x* 41623 — 3222 + 152 —25=0; 1 — 2i, i. Resp. —4, 1+ 24, 5.

Ejercicio 1.22. Determine la ecuacién moénica de grado minimo con coeficientes reales
que tenga las raices indicadas.

a) —2,3+4. Resp. 23 —42%2 —224+20=0.

2+ 4i, 2i.  Resp. z* — 42> + 2422 — 162 + 80 = 0.

)
b) 1,3, 1+ 2i.
c)

)

o,

—2,—1,1,2. Resp. 2* — 522 + 4.

Ejercicio 1.23. Demuestre que la ecuacién x7 + 42% 4+ 222 4+ 922 + 6 = 0 tiene por lo
menos 4 raices complejas.
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Ejercicio 1.24. Demuestre que la ecuacién 4z* — 323 —x — 10 = 0 tiene exactamente dos
raices complejas.

Ejercicio 1.25. En la ecuacién z" + 1 = 0, demuestre que,
a) si n es par, las n raices son complejas.

b) sin es impar, hay exactamente una raiz negativa igual a —1 y n— 1 raices complejas.

Ejercicio 1.26. Demuestre que una ecuacién cuyos términos son todos positivos no tiene
raices positivas.

Ejercicio 1.27. Demuestre que una ecuacién completa que tiene sélo términos pares,
todos con el mismo signo, no tiene raices reales.

Ejercicio 1.28. Demuestre que la ecuacién 22% + 52* — 422 — 8 = 0 tiene exactamente
cuatro raices complejas.

Ejercicio 1.29. Encuentre todas las raices de las siguientes ecuaciones,
a) 323 —42% — 352+ 12=0. Resp. 4, -3, 1.

b) 223 + %a@ — 43—0x+4 =0. Resp. %, %, —6

c) 4a® —4z* — b2 + 22+ 2 =0. Resp. 0, £3, liQ\/g.

d) 2% +322 —42 —12=0. Resp. —3, -2, 2.

Ejercicio 1.30. En Zs[z] determine los ceros de p(z) = x* + 323 + 22 + 4.
Resp. p(x) = (z — 1)3(z + 1) es decir, 1 de multiplicidad 3 y —1 = 4(mod 5).

Ejercicio 1.31. Halle todas las raices raciones de las siguientes ecuaciones.
a) o°+ 32 + 523+ 822 +62+4=0. Resp. —2.
b) 7 — 320 + 2% —32* + 23 - 322 +2-3=0. Resp. 3.
c) 2* +422 —x+6 =0. Resp. Ninguna raiz racional.
Ejercicio 1.32. Las dimensiones de una caja rectangular son 3 ¢cm, 5 ¢cm, y 7 cm. Si cada

una de estas dimensiones se aumenta en la misma cantidad, su volumen se triplica. Calcule
esta cantidad. Resp. 2 cm.
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Ejercicio 1.33. En cada una de las siguientes ecuaciones, halle la raiz indicada con una
cifra decimal.

a) 13 —322+3r-5=0,2<1x<3. Resp. 2,6.
b) 23 +322+2r—-7=0,1<z<2. Resp. 1,1

c) 22 — 322 —262+69=0,2<x<3. Resp. 25.

Ejercicio 1.34. Resuelva la ecuacién 43 — 1222 + 3z + 5 = 0 sabiendo que las raices
estan en progresion aritmética.  Resp. —%, 1, %

Ejercicio 1.35. Resuelva la ecuacién 42% — 22 — 162 + 4 = 0 si una raiz es el negativo de
la otra. Resp. 2, —2, %.

Ejercicio 1.36. Resuelva la ecuacién 3 + 222 — 152 — 36 = 0 sabiendo que tiene una raiz
doble. Resp. —3, —3, 4.

Ejercicio 1.37. Resuelva la ecuacién 323 4 1722 — 87x +27 = 0 si una raiz es el reciproco

de otra. Resp. 3, %, -9.

Ejercicio 1.38. Resuelva 2 — 523 4 622 4 42 — 8 = 0 sabiendo que tiene una raiz triple.
Resp. 2 (de multiplicidad 3) y —1.

Ejercicio 1.39. Resuelva la ecuacion 223 + 922 4 10z + 3 = 0 si las raices estén en la
proporcién 1:2:6. Resp. —%, -1, —3.

Ejercicio 1.40. Determine la suma de los cuadrados de las raices de la ecuacién 2® —

pr?4+qgr—r=0. Resp. p?—2q.

Ejercicio 1.41. Si dos raices de la ecuacién =3 + px? + gz + r = 0 son iguales en valor
absoluto pero de signos contrarios demuestre que pq = r.

Ejercicio 1.42. En cada uno de los siguientes ejercicios descomponga la fracciéon dada en
sus fracciones parciales y compruebe el resultado.

322 — 4z +5 2 x—3
R(z). L2
@Dz +1 € R@- Resp. o9+

-1 z241
203 — 42 + 4z — 4 2 4
€ R(z). Resp. - .
(22 + 1)(22 + 2) (@) Resp- 527 ~ 27 4s

a)

b)
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22t 14z 422 12— 6 1 5
c) 24+ 23 4 32 € R(z). Resp. 2+ o

“IT° cR(z). Resp. - '
B 1ds © (z) Pt ey

2¢ + 4 1 _l_}_,i _1_ 1,
———— € C(z). Resp. — 2 2 2 "2
©) 5oy CC@). Resp. o4 —= o+ —2—

2

r—1

pep—t
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