NUMEROS COMPLEJOS

1.1. INTRODUCCION

La ecuacién 22 + 1 = 0 no tiene solucién en el cuerpo de los niimeros reales R ya que
no existe un nimero real z tal que 22 = —1. Necesitamos un conjunto que contenga a R,
que solucione lo que soluciona R y que, por ejemplo, solucione el problema planteado, tal
conjunto es el conjunto de los niimeros complejos C.

Se define al conjunto C como C = {z = (a,b) /a,b € R}.

1.2. OPERACIONES CON COMPLEJOS
Definicién 1.2.1. Sean z; = (a,b), z2 = (¢, d) € C, entonces

a==¢c¢

21_22@(%[))_(0,(1)@{ =d

Definicién 1.2.2. Sean z; = (a,b), z2 = (¢,d) € C, entonces, la suma de complejos,
denotada +, es tal que

21+ 22 = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d) € C.
Ejemplo 1.2.1. Si z; = (—2,6), 22 = (4,3) entonces z1 + z2 = (—2,6) 4+ (4,3) = (2,9).

Teorema 1.2.1. (C,+) es un grupo conmutativo, es decir,
1. 21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23, V21, 29, 23 € C. Asociatividad de la Suma.
2. Existe el complejo zy tal que zy +z=2z+ zy = 2z, Vz € C. zy Neutro Aditivo.
3. Vze€ C3dzy € C tal que z + zop = 2op + 2 = ZN. 2op Opuesto de z.

4. 21+ 20 = 20+ 21, V21,29 € C. Conmutatividad de la Suma.

Demostracion.
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2. Sean z = (a,b), zx = (z,y) € C; imponiendo la condicién de neutro tenemos
z+ zny = z, es decir, (a,b) + (z,y) = (a,b); debemos determinar z e y,

a+x=a

(a,b) + (z,y) = (a,b) = (a + 2,y +b) = (a,0) = {y+b=b

como este sistema ocurre en R entonces z = 0 e y = 0, de donde zy = (0,0). Por
otro lado, zy + z = (0,0) + (a,b) = (a,b) =

4. Sean z; = (a,b), 22 = (¢,d) € C entonces,

b) + (c,
a+c,b+d

(a, d)
( )
(c+a,d+0)
(¢,d) + (a,b)

z9 + 21

21+22 =

K

x: por la conmutatividad de la suma en R.

Es inmediato determinar que

a) zy = (0,0) es dnico y lo dotamos por 0.

b) Si z = (a,b) entonces z,, = (—a,—b) es tnico y lo denotamos por —z.

Definicién 1.2.3. Sean z = (a,b) € C, k € R entonces, la ponderacién del complejo z
por el escalar k, denotada kz, es tal que

kz = k(a,b) = (ka, kb) € C.

Observacion 1.2.1.
l.1z=2,Vze(C, 1 eR
2. (k1 +ko)z =kiz+ koz, Vz € C, Vki,ky € R.
3. (kiko2)z = ky(k2z), Vki1,ka e R, Vz € C.

4. k(z1+ 22) = kz1 + kzo, VEER, V21,29 € C.

Ejemplo 1.2.2. Sean z; = (3,—-2), z2 = (2,4) € C entonces

321 — 229 = 3(3,—2) — 2(2,4) = (5, —14).
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Definicién 1.2.4. Sean z; = (a,b), 22 = (¢,d) € C, entonces el producto de complejos es
tal que

z1z9 = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc) € C.

Teorema 1.2.2. Se cumple:
1. z1(2223) = (z122)23, YV 21, 22, 23 € C. Asociatividad del producto.
2. Eziste el complejo zy tal que zy -z = z-zy = 2z, Vz € C. zx: Neutro multiplicativo.
3. VzeC—{0} Fziny € C tal que 2z - Ziny = Zinw * 2 = 2N - Ziny: Inverso multiplicativo.

4. 2129 = 2921, V 21,29 € C. Conmutatividad del producto.

Demostracion.

2) Sean z = (a,b) # (0,0), zy = (z,y) € C, entonces, como debe cumplirse que
ZN + 2 = z tenemos,

N -z =2z = (z,y)(a,b) = (a,b) = (ra — yb,xb+ ya) = (a,b).

Por la igualdad de complejos deducimos el sistema

za —yb=a
zb+ya =0
multiplicando la primera ecuacién por a y la segunda ecuaciéon por b, sumando

obtenemos za? + xb? = a? + b de donde = = 1; podemos deducir que y = 0, de
donde zy = (1,0).

Por otro lado, z-zy = (a,b)(1,0) = (a—0,0+b) = (a,b) = 2. Si z = (a,0), z = (0,b),
z = (0,0) también se cumple (1,0) -z =z-(1,0) =z, Vz € C.

3) Sean z = (a,b) € C—{0}, ziny = (z,y), entonces se debe cumplir que z -z, = (1,0),
es decir, se debe cumplir que (a,b)(z,y) = (1,0); tenemos,

(a,b)(z,y) = (1,0) = (ax —by,ay +bx) = (1,0)
ar —by=1
br +ay =0
multiplicando la primera ecuacién por a, la segunda ecuacién por b y sumando,

obtenemos a?z + b’z = a de donde = = ﬁ; usted puede concluir que y = ﬁ,

. c s . . . —b
de donde, el inverso multiplicativo de z = (a, b) es zjn, = (ﬁ, m).

Observacion 1.2.2.
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a) zy = (1,0) es dnico y lo dotamos por 1.

b) Si z = (a,b) # (0,0) entonces zjp, = (#L}z, a2_7+bb2) es tnico y lo denotamos por

-1
—b
pt= (-2 .
(a,0) <a2—|—b27a2+b2>

z7+, asi,
21

29

21,20 € C, z90 # 0 por & = 21251.

Observacion 1.2.3. Definimos el cuociente o,

1.3. SUBCONJUNTOS DE C
Existen dos importantes subconjuntos de C,
a) Complejos reales, denotado Cg, tal que Cr = {z = (a,b) /b =0} C C.

b) Complejos imaginarios, denotado I, tal que I = {z = (a,b) /a =0} C C.

Observacion 1.3.1.

1. Aceptaremos que existe un isomorfismo entre Cr y R el cual nos permite identificar
el complejo real (a,0) con el real a, asi, (a,0) = a.

2. En los complejos imaginarios, la unidad imaginaria es i = (0,1).

Potencias de i

Se cumple,

a) i=(0,1).

b) i* = —1yaque i* =i-i=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

c) i3 = —i.

d) it=1

e)
i sin=4p+1

= —L osin=dp+2
—i sin=4p+3
1 sin=4p
con n,p € N.

Observacion 1.3.2.

1. C no es ordenado.
Haremos la demostracién por reduccién al absurdo.

Supongamos que C es ordenado, entonces existe CT C C tal que,
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+29) €CT
a) 21,22 € CT = (214 2)
2129 € Ct

b) Vz € C se cumple sélo una de las siguientes,
i)z €Ct ii) —2e€Ch iii) z=0.
Sea i = (0,1) € C — {0} y supongamos que i € CT, entonces por a) i = —1 € CT,
asi, por a) (=1)(—=1) =1 € C*, es decir, -1y 1 € CT (=<«).

Por otro lado si suponemos que —i € CT, entonces por a) (—i)? = i2 — 1 € C*, asf,
por a) (=1)(=1) =1 € Ct, es decir, —1y 1 € C*  (=<).

Luego, C no puede ser un conjunto ordenado.

2. Sip € R™ entonces \/p =iy/—p e C.
En efecto, sea /p = (z,y) donde p = (p,0) entonces (p,0) = (z,y)(x,y) es decir
(p,0) = (2% — y?,22y), de aqui concluimos que

p=1"—y

0=2zy
De la segunda ecuacién concluimos que x = 0V y = 0, notamos que y # 0, ya que si
y = 0 entonces /p = (z,0) = € R (esto es una contradiccién), luego = = 0.

Como z = 0 entonces, reemplazando en la primera ecuacién del sistema obtenemos

p = —y® es decir, ¥> = —p € R, luego y = /—p € R; finalmente

\/f): (0’ V_p) :Zv_p
1.4. COMPLEJOS EN FORMA CANONICA

Sea z = (a,b) € C entonces la forma canénica del complejo es z = a + bi. En efecto,

z = (a,b) = (a,0) 4+ (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

1.5. OPERATORIA CON COMPLEJOS CANONICOS

La suma, producto y ponderacién por escalar se realiza como si ellos fuesen polinomios,
considerando las potencias de 1.
Por ejemplo,

(5—44)(2+3i) =10 + 15i — 8i — 12i% = 10 + 7i + 12 = 22 + 7i.

La division de complejos en forma candnica se efectia, amplificando por el “conjugado”

del complejo divisor, por ejemplo, iig; = iigz . 3:225 al efectuar las multiplicaciones
obtenemos
8 —10i+ 12i — 15> 8 —10i + 12i — 15(—1)
16 — 25i2 B 16 — 25(—1)
23420
4
23 2.

aar
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CONJUGADO DE UN COMPLEJO

Definicién 1.6.1. Sea z = (a,b) € C, definimos el conjugado del complejo z, denotado z
como z = (a,—b) € C.

Teorema 1.6.1. Para todo z1, zo € C se cumple,

1. (2) ==z
2. 21+29=71+2
3. 21z =72122
4 (2)=2 = #0
5. 2+z=2a, z-Z=a>+0b*siz=(a,b)
Demostracion.
1. Si z = a + bi entonces Z = a — bi de donde (2) = a + bi = 2.
2. Si z1 = a+bi, 20 = ¢+ di entonces 21 + z2 = (a + ¢) + (b + d)i de donde
zZ1+22 = (a+c¢)—(b+d)i
= (a—"bi)+ (c—di)
= Z1+ 2.
5. Si z = (a,b) entonces z + z = (a,b) + (a, —b) = (2a,0) = 2a; por otro lado

z-z = (a,b)(a,—b)
= (a®+1b%0)
= a?+b

O]

Notacion 1.6.1. Sea z = a+bi un numero complejo entonces la parte real de z, denotada
Re(z) es a = Re(z) y la parte imaginaria de z, denotada Im(z) es b= Im(z).

Ejemplo 1.6.1. Determine z € C — {0} tal que 2* = Z.

Solucién. Sea z = a + bi entonces, imponiendo la condicién obtenemos (a + bi)? = a — bi,

(a+bi)2=a—bi = a*+2abi+b**=a—bi
= (a* —b*) + 2abi = a — bi

a2 - =a (1)
2ab = —b (2)
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De (2) y suponiendo que b # 0 obtenemos a = —%; reemplazando en (1) conseguimos
(—%)2 —b? = —%, de aqui concluimos que b = j:@, entonces los complejos que se obtienen
son

1 V3. 1 V3,
=——4+—1 , z=—7—-—1.
2 2 2 2

Si b = 0 entonces reemplazando en (1) conseguimos a? = a, de donde a = 0, a = 1; como

no puede ocurrir que a = 0 entonces el complejo que se determina, ahora es z = 1.

Ejemplo 1.6.2. Si z = a + bi, determine l]ff(g'z;
Solucién. Como iz = i(a + bi) = ai + bi?> = —b + ai entonces
iRe(z) ia .
=— =1
Im(iz) a

1.7. NORMA O MODULO DE UN COMPLEJO

Definicién 1.7.1. Sea z = (a,b) = a + bi un nimero complejo entonces, la norma del
complejo, denotada |z| es tal que |z| = +va? + b2

Teorema 1.7.1. Para todo z1, zo € C se cumple,
1) |z| > 0.
2) |z| = |z].
3) 2l =Vz-z26 |z =2z
4) |21+ 22| = |21] - [22].
5) = %, ) 7& 0.
6) |Re(z)| <|z|, [Im(z)] <]z
7) Re(z) = 22, Im(z) = 52,

Z1
22

8) |21 + 22| < |z1| + |22l

n n
9) >z <20 |l
=1 =1

Demostracion. Demostracién de la propiedad 8).

21+ 22| = (21 +22) - (21 + 22)

= (z21+22)(Z1+7%2)
21zt 2122t 22-21+ 22022
1212 4+ 2Re (21 - 3) + | 22)?

|21]2 + 2|21 - 20| + |20
(lza] + [22])?.
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Sacando raiz cuadrada conseguimos lo pedido.
x 1 Re(z) < |Re(z)| < |z|.

%k 7“'555'” = Re(z1 - z2). O

1.8. FORMA TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO

Considere el nimero complejo z = (a,b) = a + bi, entonces definimos el argumento de
z, denotado arg(z) = 6, como aquel dngulo 0, 0 < 6 < 27, tal que § = arctan (2); ademds,
si r = |z| = Va? + b? concluimos que la forma trigonométrica de z es

z = r(cos(f) + isen(h)).

Ejemplo 1.8.1. Escriba en forma trigonométrica los siguientes niumeros complejos,
a) 21 =2+ 2i.
b) 29 =—2—2i.
c) z3=—2+2i.
d) z4 =2 —2i.
e) z5 = 2i.

f) 26 = -3.
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Solucion.

a) Como a =2, b =2 entonces r = /22 + 22 = 21/2; por otro lado, el complejo estd en

el primer cuadrante, de donde § = arctan (%) = arctan(l) = 45°, asi entonces

21 = 2 + 2i = 2v/2(cos(45°) + isen(45°)).
b) Como a = —2, b = —2 entonces r = /(—2)2 + (—2)2 = 2v/2; por otro lado, el

complejo estd en el tercer cuadrante, de donde 6 = arctan (2) = arctan(1) = 225°,
asi entonces

29 = —2 — 2i = 2v/2(c0os(225°) + i sen(225°)).
c) 23 = —2 4 2i = 2¢/2(cos(135°) + isen(135°)).
d) 24 =2 — 2i = 2¢/2(cos(315°) + i sen(315°)).

e) z5 = 21 = 2(cos(90°) +1isen(90°)) ya que el complejo estd en el eje Y y el argumento
es, inmediatamente, 6§ = 90°.

f) z6 = —3 = 3(cos(180°) + isen(180°)).

1.9. OPERATORIA CON COMPLEJOS TRIGONOMETRICOS

Teorema 1.9.1. Sean z; = ri(cos(01) + isen(61)), z2 = ra(cos(f2) + isen(hz)) dos com-
plejos, entonces,

o
21 - zg = r1(cos(61) + isen(6)) - ra(cos(f2) + isen(62))

=ry - ro(cos(01 + 62) + isen(0; + 62)).

b)

21 ri(cos(01) +isen(01)) 71 _ . _ )
™ ra(con(B) T isen(Ba)) 5(008(01 02) + isen(f; — 62)); z2 # 0.

2" = [r(cos(8) +isen(0))]" = r"(cos(nb) + isen(nb));n € N.

Observacion 1.9.1.

1. El teorema en su parte a) y b) se demuestra con ayuda de las identidades trigo-
nométricas: sen(a £ ) = sen(«) cos(f) % cos(a) sen(f).

2. La parte c¢) del teorema se demuestra usando induccién y se llama Teorema de De
Moivre.

3. Si z =r(cos(f) + isen(f)) # 0 entonces:



10 UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE, FACULTAD DE CIENCIA

a)
1 cos(0°) + i sen(0°)
z  7(cos(f) +isen(h))
- %(cos(—e) + isen(—0))
= %(cos(@) — isen(f)).
b) zi” = Tin(cos(nH) — sen(nf)).

Ejemplo 1.9.1. Calcule (—1 + i)%2.
Solucién. Como z = —1 44 = v/2 (cos(135°) + isen(135°)) entonces,

T VT —

42
= (\/5) (cos(42 - 135)° 4+ isen(42 - 135)°)
= 2% (cos(5670°) + i sen(5670)°)
22! (cos(15 - 360 4 270)° + i sen(15 - 360 + 270)°)
22! (cos(270°) + i sen(270°))
= —2%

10\/§+10¢> —6

Ejemplo 1.9.2. Escriba en forma a + bt la expresion ( Fr5i

Solucién. Escribimos cada complejo en su forma trigonométrica, los dividimos, aplicamos
el Teorema de DeMoivre y listo.

(10\6 + 1o@'> -

54+5  \°
5+ bi

10v/3 + 104

[ 5V2(cos(45°) + isen(45°)) "
20(cos(30°) + isen(30°))

= [%i(cos(%o —30°) + isen(45° — 30°))] 6
- [f(cos(15°)+isen(15°))r
— (f) 6 (cos(90°) + 7 sen(90°))
_ 5%2(0 +i)
1

— 1.
512
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Definicién 1.9.1. Sea z € C—{0}, n € N, n > 1. Decimos que w € C es una raiz n-ésima
de z si y sélo si w™ = z.

Observacion 1.9.2. Si denotamos w = {/z entonces w = ¥z < w" = z.

Ejemplo 1.9.3. Verifigue que w; = —% + %\/gz, wy = —% — %ﬁz, w3 = 1 son raices
ctbicas de 1.

Solucién. Debemos demostrar que w3 =1, i = 1,2,3.
Como wy = —3% + £v/3i = cos(120°) + isen(120°) entonces, usando el teorema de De
Moivre obtenemos

w$ = [cos(120°) + i sen(120°)]* = cos(360°) + i sen(360°) = 1.

De manera andloga,

11 ’
wi = (—2 - 2\/5) = (cos(240°) + i sen(240°))? = cos(720°) + i sen(720°) = 1.

1.10. RAICES DEL COMPLEJO z = r(cos(0) + isen(f)) # 0
Las n raices n-ésimas del complejo z = r(cos(0) + isen(d)) # 0 son
i = Y (cos (SES) - s (225300%))
donde k = 0,1,2,....n— 1.

Observacion 1.10.1. Note que

wzz — [{z/; (COS (9+k~360°) +isen (9+k~360° ))] n
= ()" (cos (91k~360° “n) + ise;(0+k-360° -n))
= r(cos(f) + isen(f))

= Z.

Ejemplo 1.10.1. Calcule las tres raices cubicas de —8.

Solucién. Como z = —8 = 8(cos(180°) + isen(180°)) entonces,

V—8 = 1/8(cos(180°) + isen(180°))
wy
= V8 (cos (LBOEES60%) 4 jgen (180°4k60%))

con k=0,1,2.
Si k = 0 entonces wy = 2(cos(60°) + isen(60°)) = 2 (3 + 2v/3i) = 1 +4/3.
Si k =1 entonces wy = 2(cos(180°) + i sen(180°)) = 2(—1 + 0i) = —2.
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Si k = 2 entonces wy = 2(cos(300°) + isen(300°)) = 2 (3 — 3v/3i) = 1 —iV/3, asi,

—2
V-8=q1+iV3
1—iv3

Ejemplo 1.10.2. Determine m,n € R tal que z = 1 + i sea raiz de la ecuacion
22+ mzd+n=0.

Solucién. Si z = 1+ entonces z = v/2(cos(45°) + isen(45°)) de donde
5
PR [\@(cos(%o) + isen(45o))]

— <\/§)5 (cos(225°) + isen(225°))
- (A (7

o - [\/ﬁ(cos(45°)—|—isen(45o))]3

= (ﬁ ’ (cos(125°) + isen(125°))

- () (-5 )

= —242i.
De 2° + mz3 +n = 0 obtenemos (—4 — 4i) +m(—2 + 2i) +n = 0+ 0i es decir, obtenemos

—4-2m+n=20
—4+2m=0

Como m = 2, si reemplazamos este valor en la ecuacién —4 — 2m + n = 0 conseguimos
n=_8.

Ejemplo 1.10.3. Calcule el valor de (1 + w)® + (1 + w?)? si, w es raiz cibica de 1 y
distinta de la unidad.

Solucién.
Ya hemos visto en un ejemplo anterior, las tres raices cubicas del 1; las dos raices
distintas del 1 son wy = —%—i—%\/gi; wo = —%—%\/gi, sin embargo, no conviene reemplazar

cada una de estas raices en la igualdad planteada, nos conviene realizar el calculo de la
siguiente manera.

Como w es raiz ciibica de 1 entonces w® = 1, de aqui obtenemos w3 —1 = 0, factorizando
tenemos (w — 1)(w? +w + 1) = 0.
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Como w # 1 entonces w? +w +1 =0 asi, 1 +w = —w? y 1 + w? = —w entonces
I+wl+(1+w?)? = (—w?)?+ (—w)°
— _wS—
— _(w3)2 _ (w3)3
= —1-1
= —2.

1.11. FORMA EXPONENCIAL

La ecuacién e = cos(0) +isen(f) que define a €, V0 € R, se conoce como la férmula

de Euler; asi,
17

z =r(cos(f) +isen(h)) = re'”.
Observacion 1.11.1. Se puede demostrar que

a) ei91 . 6i92 — ei(01+02)'

b) (ew)n — einQ.

Ejemplo 1.11.1. Calcule (1 — )%,

Solucion.

- = (VaeT)”

23 1617TZ'

= 276 4

Ejemplo 1.11.2. Demuestre que:

a) cos(f) = M

b) sen(d) = ewglf

Solucion.

a) 6w+2€_i9 _ cos(9)+isen(9)+(:205(—9)+isen(—9) — COS(G)-

b) Se demuestra de manera analoga.

Ejemplo 1.11.3. Demuestre que sen(f) = 3 sen(6) — X sen(36).
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0 _ —if\ 3
3 (e —e
sen’(f) = (22, )

(6¢9)3 _3 (ei9)2 e~ 4 3¢i0 (6—1‘9)2 . (6—i9)33
843
= —i. (63i9 — 3¢ 43¢ — e_3i9>

3 . A 1 A )
= _TSZ (ele _ 6—29) _ g (6319 _ 6—326>

Solucion.

4 21 4 21
1
= %sen(ﬁ) ~1 sen(36)

1.12. EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.1. Determine los nimeros reales = e y tal que 3(z+2) +2iy — iz + 5y = 7+ 5i.

—_23 , _16
Resp. x = —93, ¥y = 13-

Ejercicio 1.2. En los siguientes ejercicios reduzca a la forma a + bi.

(a) 3+5i)+ (5+2i) — (4+71)> (¢ —45;31' n 2;51' © (_54;@_)(Z1+2) N
3 257 2
(B) (2+30)(5 = 3) (=4 +5¢%) Dic—navey W [(2+z)(3+42)}

Ejercicio 1.3. Si z = a + bi, determine,

Re(2)
iIm(iz)

i)

Resp. —i.

ii) [1 — Re(z) +iIm(z)] - [1 — Re(z) —iIm(2)]. Resp. 1+ a® +b? — 2a.

Ejercicio 1.4. Si z1 =14 2i, 29 = =2+ 14, z3 = —1 — i, calcule,

(@) 221 +322+3 (b)) L (0)22+2:2  (d)

iZQ

z1 + 23
1—|—Zz'

Ejercicio 1.5. Represente en el plano,
a) {z € C/Re(z) =2}. Resp. Recta de ecuacién x = 2.

b) {z€C/1< Re(z) <2,0<Im(z) <3}.
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c) {ze€C/l|z] <1}. Resp. Circulo con centro en (0,0) y radio menor o igual a 1.
d) {zeC/|z—1i| <4}

e) {z€C/Re((z—1)%) = Re(2z(z —1))}.  Resp. Hipérbola 1 = 2% — y*.

) {zeC/(z+1)(z+1)+2Re(z+1)go}.

Ejercicio 1.6. Determine Re(p) e Im(p) si p es
a) 22,
b) %,

¢) 3,

donde z = a + bi donde ab # 0.

Resp. a) Re(p) = a® — 3ab?, Im(p) = 3a®b — b3; b) Re(p) = %, Im(p) = afﬁ.

Ejercicio 1.7. Determine z € C tal que
a) |z —z=142i. Resp. 3 —2i.
b) |z|+z=2+1i. Resp. 2 +i.
_ N . V15 1.
c) z-Z2+3(z—2) =4—3i. Resp. £¥%5° — Ji.

d) z-Z24+2z=3+1.

Ejercicio 1.8. Evalte las siguientes expresiones

a) [(2—3i)(5+49)(1+14)|. Resp. V1066.

(24 1)(—3 + 4d) (5 — 3i)

b) ‘ (3—4i)(5 + 30) Resp. v/5.
(3+50)(5—2i)| |2

c) ‘ 5+ 2 . '32‘ Resp. §\/34.

Ejercicio 1.9. Demuestre que Vz € C : 22 = z2.

Ejercicio 1.10. Encuentre los niimeros complejos z que satisfacen las dos relaciones
siguientes,

z—12
z— 8

_°

z—4
z—8

-1

Resp. z =6+ 177, z = 6 + 8i.
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Ejercicio 1.11. La suma de dos nimeros complejos es 3 + 2i. La parte real de uno de
ellos es 2. El cuociente entre ellos es imaginario puro. Hallar ambos ntimeros.

Resp. 21 =2+ (1 +V3) i, 20 =14+ (1= V3)i ; 21 =2+ (1 —V3)i, 22 =1+ (1 +3) .

Ejercicio 1.12. Analice si se cumplen las siguientes igualdades,

Ejercicio 1.13. Verifique si el niimero complejo z = 1_;7*/‘5’ satisface la ecuacién

3
z+1

1
z

Ejercicio 1.14. Demuestre que,
a) (z—2)2<0,VzeC.
b) Si 22 = 22 entonces z € RV Re(z) = 0.
1

Ejercicio 1.15. Determine z € C tal que |z| = o= 11— z|.

V3, _1_ V3
50, 2z = 571

N[ =

Resp. z:%—i-

Ejercicio 1.16. Resuelva
(I+id)z—du=2+1
24+id)z+(2—i)u=2i

_ 6-9i ., _ —16+11i
donde z,u € C.  Resp. z = >33*, u = — 13

Ejercicio 1.17. Si (w+ 1) € R, w € C, demuestre que Im(w) =0V |w| = 1.

z+w‘:1

Ejercicio 1.18. Si z,w € Cy |z = 1, demuestre que | £

Ejercicio 1.19. Calcule

S

a) ‘%‘ si 2@ — 1 4 45 tal que z,w € C. Resp. 75

zZ—w

b) |14+ 1| siz=3—4i,u=4+3i
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c) ‘ ijz

—
Olon

si z=2i. Resp.
Ejercicio 1.20. Calcule
12 10
V3—i 14+iv3
a) [1- 5 b) T
—1

Ejercicio 1.21. Usando De Moivre y Teorema del Binomio demuestre que

a) sen(30) = 3sen(f) — 4sen3(6).
b) cos(36) = 4sen() — 3 cos(6).

Ejercicio 1.22. Exprese en forma a + bi

a) z=+/—T7+ 24i.
N —6
b) z = (10\5)/?;;101) '

c) z=1+v6+iv3. Resp. z::t,/?:t%i.

d) z=+—11—-60i. Resp.z=>5—6i, z=—5+ 6i.

e) S=1+ 15+ + g

Ejercicio 1.23. Si w # 1 es una raiz cibica de 1 verifique si
a) (1+w?H)?*=w.
b) (1 -—w+w?)(1+w—w?) =4

c) (2+ 2w + 5w?)® = 729.

Ejercicio 1.24. Demuestre que
a) (14i)" =232 (cos (%) +isen (7)), n € N.

4 4
b) (V3 - Z)n = 2" (cos ("F) +isen (%)), n € N.

Ejercicio 1.25. Verifique que

(1+14) (1 + Z\f?)) (cos(0) + isen(f)) = 2v/2 [cos (= + 0) +isen (12 +6)].
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Ejercicio 1.26. Calcule, usando forma trigonométrica
a) (V3+i)(1+1).
b) (1+14v3) (1 —1).

ay =

(1 —14)1°,
(23 +2i)°.

(1 —3)10 4+ (1 +14).

5456
10v/3410i

i) (1+14)%2.
Ejercicio 1.27. Resuelva,

a) /=i b) /43 — 4i c) V1.
Ejercicio 1.28. Encuentre las 5 raices quintas de la unidad.
Ejercicio 1.29. Resuelva la ecuacién 25 — 2iz> —1 =0, z € C.

Ejercicio 1.30. Si =z, + iy, = (1+i\/§)n, Vn € N, demuestre que
Tn—1Yn — TnYn—1 = 22”72\/3-

Ejercicio 1.31. Demuestre que

(1 + Z\/§>n + (1 _ Z\/§)n — 97+ cog (%) .

Ejercicio 1.32. Sea z # 1 una raiz n-ésima de la unidad. Demuestre que para todo
natural distinto del uno se cumple

l+z+224-- 42"t =0,

Ejercicio 1.33. Resuelva la ecuacion

a) z* +8+8iV3=0 b) 25 4+ 72% — 8 = 0.
Ejercicio 1.34. Sea z,, + iy, = (1 + i\/g)gn. Demuestre que z,, + 232,_1 = 0.

Ejercicio 1.35. Si z = (n — 1)! +nli y w = 1 + ni, pruebe que |zw| = (n — 1)!(1 + n?).



