LOS NUMEROS NATURALES

1.1. INDUCCION MATEMATICA

Existen diversas formas de sistematizar al conjunto de los niimeros naturales y sus
propiedades, la axiomatica de Peano es aquella en que nos basaremos para deducir la
Induccion Matematica y declarar algunas propiedades importantes de los naturales.

En 1.889, Giuseppe Peano (1858-1932) presentd la siguiente axiomdtica para los niime-
ros naturales N

1. 1eN.

2. VneN3I'nt € Ntal que n™ =n+ 1.
3. VneN:nT #£1.

4. YnomeN:n#m=n"#m".

1
S C N tal que a)1€s =S5=N.
byneS=nteS

o

Observacion 1.1.1.
El axioma 2 nos indica que todo natural n tiene un tnico sucesor n™ = n + 1.

El axioma 3 nos indica que el natural 1 es sucesor de ningtin natural, es decir, el 1
es el primer natural.

El axioma 4 nos indica que dos naturales distintos no tienen el mismo sucesor.

El axioma 5, Axioma de la Induccién, nos permitird demostrar la validez de propo-
siciones en todo el conjunto de los naturales.

La axiomatica de Peano nos permite, ademds, definir en el conjunto N la operacién
adicién, la operacién multiplicacién y una relacién de orden.
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1.1.1. Primer Teorema de la Induccion

Teorema 1.1.1. Primer Teorema de la Induccién Matematica. Consideremos la
proposicion P(n), que contiene la variable n € N. Si la proposicion P(n) es tal que

a) Se cumple que P(1) es verdadera.
b) Asumiendo que P(k) es verdadera, se verifica que P(k+ 1) es verdadera,

entonces, P(n) se cumple para todo natural.

Demostracion. Consideremos el conjunto S formado por todos aquellos naturales que sa-
tisfacen la proposicién, es decir, sea S = {n € N/ P(n) es verdedera }, debemos demostrar
que P(n) se satisface para todo natural, es decir, debemos demostrar que S = N.

Como P(1) es verdadero entonces 1 € S, ademds, por hipétesis se cumple que P(k)V =
P(k+1)V; esto indica que k € S = (k+1) € S.

Dado que el conjunto S satisface el quinto axioma de Peano concluimos que S = N y
entonces la proposiciéon se cumple en N. O

Observacion 1.1.2.

1) Podemos anotar, en forma més breve, como sigue

a) PV
{ b) P(k)V = Pk+1)V } = P(n)esV,V¥neN

2) También se conoce a esta proposiciéon como “Primer principio de la Induccién Ma-
tematica”.

3) En el Primer Principio de la Induccién podria ocurrir que en la parte a) no se
verifique P(1) si no que para P(ng), ng > 1 entonces, si se cumple b) para todo
n > ng concluimos que la proposicion se cumple para todo n > ng.

Ejemplo 1.1.1. Demuestre que

1 1 1 1 n

2 tea sttt T ) Tt

se cumple para todo natural.

Solucion. Sea

_1+1+1 1 n
1.2 2.

P — )
(n) 33 T ) T it

Debemos demostrar que a) P(1) es verdadera, y que b) P(k)V = P(k+1)V.
Antes de realizar la demostracion debemos notar que en ella estd involucrada la sucesién
<m)neN y que el hecho de que P(k) sea verdadera significa que la suma de los k

k

primeros términos de la sucesion es 5.
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a) P(1) es verdadero ya que {5 = 14%1

P(2) es verdadero si se cumple -5 + 5L =

2
2+1°

Como el lado izquierdo de la ultima expresién tiene valor % tanto como el lado
derecho, concluimos que P(2) es verdadero.

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si

LS SIS S 1 ok
2 2.3 3-4 k-(k+1) k+1

1
debemos demostrar que P(k + 1) es verdadero, es decir, debemos demostrar que

LS S SRS SR 1 k41
1-2 2.3 3-4 E-(k+1)  (k+1)(k+2) k+2

Veamos esto ultimo,

1 1 1 1 k 1

R A R CE R R TS R TS ED)
k(k+2) + 1

i+ )(k+2)

K2 42k + 1

G+ 1)k+2)
(k+1)?

e+ 1)(k+2)

k41

k+2

Asi entonces la proposicion se cumple en el conjunto de los Naturales.

Observacion 1.1.3.

1. Ahora estamos seguros de poder sumar los n primeros términos de la sucesién dada,
sin sumarlos, bastando con aplicar la férmula de suma declarada.

2. La deduccién de la formula, cuestion que la vemos interesante, la estudiaremos en
una seccion posterior.

Ejemplo 1.1.2. Demuestre que toda expresion del tipo 32" — 1 es divisible por 8, para
todo valor de n en los naturales.

Solucién.
Sea P(n) : 3" — 1 = 8r, para algtin 7 € N. Debemos demostrar: a) P(1) es V y b)
P(k)V = P(k+1) V.

a) P(1) Vyaque P(1):3*! —1=8=8-1,1eN.

P(2) sera verdadera si existe 7 € N tal que 322 — 1 = 8. Como 3?2 —1 =80 y
80 = 8 - 10 entonces, con 7 = 10 € N se satisface la condicion.
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b) Si P(k) es V entonces existe r € N tal que 3%k — 1 = 8r, debemos demostrar que
P(k+1) es V, es decir, debemos demostrar que existe s € N tal que 32(k+1) _ 1 = 8s.
Veamoslo,

32(k+1) -1 = 32k32 -1

3%k32 _ 32432 -1
32(3% —1)+32-1
32(8r) + 8
8(9r+1)

= 8s

con s=(9r+1)eN.
Por a) y b) los niimeros de la forma 32" — 1 son divisibles por 8 para todo natural n.

Notemos el uso de la hipétesis inductiva al reemplazar (en el quinto paso) 3%¢ — 1 por 8r.

Como, por hipétesis inductiva se cumple 32 — 1 = 8, podemos despejar 32* obteniendo
3%F = 8 + 1. Si reemplazamos esto tltimo en el paso 2 conseguimos

8r+1)3%2 -1 = 72r+38
8(9r+1)
= 8s.

Ejemplo 1.1.3. Demuestre que 5"+ (—1)"T! es divisible por 13 para todo valor den € N.

Solucién. Sea P(n) : 52"+ (—1)""! = 13p para algiin valor de p en N. Debemos demostrar
que: a) P(1) se cumple, b) Si P(k) se cumple entonces P(k + 1) también se cumple.

a) Como 52! 4 (=1)'*! =25 + 1 = 26 = 13 - 2 entonces se verifica P(1).

b) Si P(k) se cumple entonces existe p € N tal que 5% + (—1)k¥*1 = 13p, debemos
demostrar que P(k + 1) también se cumple, es decir, debemos probar que existe
q € N tal que 5242 4 (—1)2 = 13¢.
52k+2 + (_1)/<:+2 — 925. 52k3 + (_1)(_1)k+1
= 25 [5% 4 (<1 (- (=25 - 1)
= 25.13p—26(—1)k*!
= 13 (28— (-1)'*)
= 13¢,

donde ¢ = 25p — (—1)¥*1 e N.
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1.1.2. Segundo Teorema de la Induccién

Usaremos el siguiente Principio del Buen Orden para demostrar el Segundo Principio
de la Induccién Matemética.
Principio del Buen Orden

Sea A # (), A C N entonces existe p € A tal que p <n, Vn € A.

Teorema 1.1.2. Segundo Teorema de Induccién Matematica. Sea P(n) una pro-
posicion que contiene una variable n € N, tal que

a) P(1) es verdadera,
b) para todo k € N: P(1) A P(2) A --- A P(k) verdadera = P(k + 1) verdadera,

entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostracion. Supongamos que S = {n € N/ P(n) es V} es subconjunto propio de N,
entonces N— S #0yN—-S CN.

Por el Principio del Buen Orden existe m € N— S tal que m < r, Vr € N— 5, luego
1,2,...,m—1¢€ S, es decir, P(1),P(2),...,P(m — 1) es verdadero, luego, por hipétesis
se cumple que m € S; esto ultimo es una contradiccién, de donde S = N. ]

Ejemplo 1.1.4. Sea (ap)nen una sucesion definida en R tal que a; = 1, az = 2 y ademds
Up = Gp_1 + -+ ag + a1, Vn > 3. Demuestre que a, = 3-2"73, Vn > 3.

Solucién. Sea P(n) : a, = 3 -2"3 debemos demostrar que a) P(3) es V y
b) P(3),P(4),...,P(k) es V entonces P(k+1) es V.

a) P(3) es V ya que a3 = ag +a; = 2+ 1 = 3 (usando la definicién) y, usando la
férmula: ag = 3 - 2373 = 3.

b) Sia, = 3.-2"3.Vn €N, 3 <n <k debemos demostrar que an+1 = 3- 272 Veamos
esto ultimo

Ant1 = Gp+ - -+ az + a; (usando la definicion)
= 3.2"343.271 4 ... 1+3.253 1 2+ 1 (usando la hipétesis inductiva)
= 32" P +2n 4+ 421420 +3 (%)

Ahora debemos calcular 2773 4+ 274 ... 4 21 4 20,

Sea S = 2n73 4 274 4 ... 4 21 4+ 20. & multiplicamos por 2 obtenemos
28 =272y 2n=3 4 ... 4+ 22 4 21 y restando obtenemos S = 2772 — 1.

Si reemplazamos en (*) obtenemos a, 1 = 3(2" 2 —1)+3 =3.2"2,

Note el uso del Segundo Principio de la Induccién y de validez de la proposicién a
partir del natural 3.
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1.1.3. Suma y Multiplicaciéon en N
Adicion en los Naturales
Se define la adicién en N por

{a)n—Fl:nJr

b)yn+mt =(n+m)"

Ejemplo 1.1.5. Demuestre que n+1=14+n, Vn € N.

Solucién.

La demostracién se debe realizar por induccién sobre n y usaremos tanto n™ como su
igual n + 1.

Sea P(n):n+1=1+n, por demostrar a) P(1) es V,y b) P(k) V = P(k")V.

a) P(1)esV yaquel+1=1+1.

b) Si P(k) es V, es decir, si k+1 = 1+ k debemos demostrar que P(k™) es V, es decir,
debemos demostrar que k¥ +1 =1+ k™.

Tenemos: k' +1=(k+1)+1=(1+k)+1=1+k".

Proposicién 1.1.1. Para todo n,m,p € N se cumple
a) n+m e N.
b) m+ (n+p)=(m+n)+p.
c) m+n=n+m.

d) Sim+p=mn+p entonces m = n.

Demostracion. Demostraremos sélo la propiedad c), el resto de la proposiciéon queda como
ejercicio. En la demostracion, ademas de la definicién de adicién usamos, en particular, la
asociatividad.

Sea m un natural arbitrario, pero fijo y P(n) : n +m = m + n. Debemos demostrar
que a) P(1)es V, b) P(k)V = P(kT)V.

a) P(1)es V yaquel+m=m+1 (yase demostrd).

b) Si P(k) es V, es decir, si kK +m = m + k, debemos demostrar que P(k*) es V, es
decir, debemos demostrar que k™ +m =m + k™.

Veamoslo,

Etdm=(k+1D)+m=k+0+m)=(k+m)+1l=m+k)+1=m+k".

O]
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Multiplicacién en los Naturales

Se define la multiplicacién en N por
ayn-1=n
byn-mt=n-m+n

Proposiciéon 1.1.2. Para todo n,m,p € N se cumple
a) n-m € N.
b) m-n=mn-m.
¢) m-(n-p)=(m-n)-p.
d) Sim-p=mn-p entonces m =n.
Ademas, se cumple
e) (m+n)-p=m-p+n-p.

Demostracion. Demostraremos sélo la parte e) de la proposicién, asumiendo ya demostra-
das las otras propiedades.

Supongamos que m, n son numeros naturales arbitrarios pero fijos y realicemos induc-
cién sobre p. Sea P(p) : (m+n)-p=m-p+n-p.

Debemos demostrar que a) P(1) es V y que b) P(k)V = P(kT) V.
a) P(1)esVyaque (m+n)-1=m-1+n-1=m+n.
b) Si (m+mn)-k=m-k+n-k debemos demostrar que (m+n)-k* =m- -kt +n- kT,
(m+n) kT = (m+n) -k+(m+n)
= m-k+n-kE+m-+n
= m-k+(n-k+n)+m

= (m-k+m)+(n-k+n)
m-kT+n-kt.

1.1.4. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.1. Si n es un nimero natural, demuestre la validez en N

a) 14243+ - +n= "0t
2 2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
b)1_|_2 +3°4+---4+n _%.

¢) 13423433 4. 4 pf =
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d) 14+4+7+ -+ (3n—2) = 23270,

e) 2422423+ 42n=202"—1).

£) 13+33+5+---+ (2n—1)* =n? (2n? - 1).
g) 14243+ - 4+n)?=13+22+33+...+n’
h) (6" +4) es divisible por 5.

i) 5" — 2" es divisible por 3.

j) & —y™ es divisible por x — y.

k) n?®+ 2n es divisible por 3.

Ejercicio 1.2. Probar que cada una de las siguientes proposiciones se cumple en N.
a) n < 2"
b) 3" > 2n + 1.
c) 2n < 2™

d) %" —y?" es divisible por (x + y) # 0.

e) 1+2r +3r2 4+ 4 + .. 4! = 1*(7L+(11)1“:)~gnr”+1'

Ejercicio 1.3. Demuestre que las siguientes afirmaciones se cumplen para todo natural
n.

1, 1 1 1 _ n
a) sttt ot gz = g

b) 1_|_2.3+3.32+4.33+...+n.3n—1:W‘

1 1 1 1 _
¢) ;3 tsstsrt -+ @n—1)@n+1) TESE

1 2 3 n _ n(n+l)
d) ssatsstost oo — 6D

Ejercicio 1.4. Use Induccién en los siguientes casos
a) Sea (ap)nen tal que a3 =2y a, = 3a,—1, para todo n > 1. Demuestre que
an =2-3""1

para todo natural n > 1.
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b) Sea (ap)nen tal que a1 =2y a,, = a,—1, para todo n > 1. Demuestre que

w = 3+(_1)n+1
T34 (—=1)n

para todo natural n > 1.

c) Sea (an)nen tal que a; =1, a2 = 1y ay = ap—1 + an—2, para todo n > 3. Demuestre
que
7 n

Ejercicio 1.5. Use induccién para demostrar
a) (1+h)">1+nh,VheRT, n>2.

b) n? >2n+1,Vn > 3.

Ejercicio 1.6. Demuestre que
a) m+n#m,Vm,n € N.
b) (m+nt)T =m* +nt, Vm,neN.

d

)
)
c) m+(n+p) =m+n)+p, Ym,n,peN.
) (m-nH)T=m-n+m*, Vm,n e N.

) m

e +nt=(m+n)"+1, Vm,n e N.

1.2. SUMATORIAS

1.2.1. Sumatoria Simple

Definicién 1.2.1. Una sucesion real es toda funciéon con dominio un subconjunto de los
numeros naturales y con valores en R, simbdlicamente, la sucesiéon “a” es a : N — R tal
que n — a(n) = ay.

[P

Observacion 1.2.1. Denotamos la sucesién “a” por (an),,cy, donde ay, es el término general
de la sucesion.

Ejemplo 1.2.1. Para la sucesion ((—1)"2"), oy, los tres primeros términos son

a; = (-1)'2' = =2, a4y =(-1)222=4, az=(-1)2%=-8.
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Definicién 1.2.2. Sea (a,),cy una sucesién, definimos la sumatoria de los n primeros
n
términos de la sucesién, denotada ) a;, por
i=1
1
Yai=a1 sin=1
i=1

n
Eai:

n—1
i=1 Yoait+a, sin>1
i=1

Observacion 1.2.2. Usando la definiciéon de sumatoria y las propiedades de los niimeros
reales podemos escribir

n n—1
Z a; = Z a; + an
=1 =1
n—2
= (Z a; + an—1> + ap

=1

n—3
= ((Z a; + an2> + anl) + ap
=1

= ar+axtaz+---+ap—2+ap—1+ an.

3
Ejemplo 1.2.2. Desarrolle y calcule Y, a; considerando la sucesion (2n + 3)nen.

=1
Solucion.
3 3
dai = ) (20+3)
i=1 i=1
= (2:143)+(2-243)+(2-3+3)
54+7+9=21.

75
Si nos interesa ) a; necesitamos un poco més de teoria.
i=1

Propiedades de la sumatoria simple

Proposicién 1.2.1. Sean (ap)nen, (bn)nen dos sucesiones y p € R, se cumple

a) Sia, =p, Vn €N entonces

n n
Z a; = Zp = np.
i=1 i=1
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b) Si (cp)nen es una sucesion tal que ¢, = pa,, ¥Yn € N entonces
n n n
doe=) pu=p) a
i=1 i=1 i=1

c) Si (di)nen es una sucesion tal que d,, = apn + by, Yn € N entonces

n

Zdi = Z(ai—i—bi) = Zai—FZbi.
=1 =1 =1

=1

n n
d) Y (aj—a;i—1) = ap—ap o también > (a;41—a;) = ant1—ay. (Propiedad telescopica).
i=1 i=1

n n+r n—r
e) Ya;= >, aj—r = Y, aj+r (Propiedad del reloj).
i=j i=j+r i=j—r

Demostracion. Sélo demostraremos la propiedad b).
n n
Sea P(n): Y. pa;=p>. a;.
=1 =1

Debemos demostrar a) P(1) es V y b) [P(1),P(2),...,P(k)]V=Pk+1)V.

a) P(1) es V ya que

debemos demostrar que
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Veamoslo,

k+1 k+1

Zpaz' = Zci
i=1 i=1

k
= Z Ci + Ch1
i=1
k
= Zpai + pak+1

=1

k
=P Z @i + Pak+1
i=1

k
= p § a; + apy1
=1

k+1

= pZai.
i=1

Algunas Sumatorias Importantes

n

. n(n+1)
1 2 A 71 = = ——:G
a) 142434+ (n—1)+n ;lz 5
- D(2n+1
b) 12422 +32+ .-+ (n—1)2+n?= 2o nnt )6( ntl)
=1
n%(n + 1)

n
) P42 434+ (n—1P+n =) i = 1
=1

Estas férmulas que nos permiten “sumar sin sumar”, ya fueron demostradas por in-
duccidn, sin embargo, es necesario mostrar algin camino que nos lleve a deducirlas, como

un ejemplo deduciremos la suma de los cuadrados de los primeros n naturales.
n
Consideremos Y_ (i + 1)3, tenemos,
i=1

n n

D+1)P = D (P +32+3i+1)
=1 =1

n n n
= > P> 3% +) 3+ 1
=1 =1 =1

=1
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Asumiendo conocida la suma de los primeros n naturales y considerando ademés que

n n
al comparar > (i+1)% con Y i3 se simplifican terminos al realizar su diferencia, podemos
i=1 i=1

n
despejar > i?; asi,

=1
n n
D +1)P = D (P +32+3i+1)
=1 =1
n n n n
= > 4> 3P +) 3+ 1
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
= D>+ =3 2 4+3> i+ 1
=1 =1 =1 =1 =1
n
1
= (n+1)3—1—3;i2+3n(n;)+n
1=
n(n+1) -
3 _ -2
= (n+1) —1—n—32—321
1=
N En:iz (1P (1) -3 1) 20+ 1)
B 3 B 6 '
=1
10
Ejemplo 1.2.3. Calcule, usando las propiedades > (4i® + 2).
=1
Solucion.
10 10 10
42 = Y 4f+) 2
i=1 i=1 i=1

10
- 4Z¢2+10-2
=1

10(10 + 1)(10-2 + 1
_ 41000+ 1)(10 +)+20

6
= 1,560.

Ejemplo 1.2.4. Determine la suma de los 20 primeros términos de la sucesion cuyos 5
primeros términos son 1,3,5,7,9.

Solucién. Sea (a,)pen la sucesién tal que a3 = 1, as = 3, a3 =5, a4 = 7, a5 = 9, es
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inmediato deducir que a,, = 2n — 1, de donde

20
ar+az+---+axn = Zai
i=1

20

= > (2i—1)

i=1

20
= 22%20.1
=1

,2020+1)

20
2

= 400.

n
Ejemplo 1.2.5. Determine una férmula para m
k=1

Solucién. Para resolver este problema necesitamos descomponer la fraccién racional
1 . .
R fracciones parciales.
Informalmente introduciremos las acciones basicas relacionadas con este tema, el cual

se presentard en un Capitulo posterior.

En primer lugar notemos que la fraccién racional dada tiene como denominador un
polinomio de grado mayor que el polinomio del numerador y que estd factorizado en
polinomios lineales irreducibles; cada uno de estos factores lineales genera una fraccion
parcial del tipo ﬁ, de tal manera que debemos encontrar el valor real de A.

Tenemos,

1 A B

G+ 0k12) kel kt2

1 _Ak+2)+ B(k+1)

k+1)(k+2) (k+1)(k+2)
— A(k+2)+ B(k +1).

7
= 1
Si damos valores arbitrarios a k, sucesivamente, podemos determinar A y B.

Si k= —1 entonces 1 = A(k+2) + B(k+1) queda 1 = A.
Si k= —2 entonces 1 = A(k+2)+ B(k+1) queda 1 = —B.
Entonces
1 ! 1
(k+1D)(k+2) k+1 k+2

de donde

3

1 - 1 1
£ (k+1)(k +2) :kz_:l<k:+1_k+2>'
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Si consideramos la sucesion (%ﬁ) , usando la propiedad telescopica,
neN

n

E az—l = ap — ao

=1

tenemos,

3

1 B "< 1 1 )
= (k+1)(k+2) \k+1 k+2

Otra forma de aplicar la propiedad telescépica es cancelar, directamente los terminos
en el desarrollo de la sumatoria, asi, en

-~ 1 1
§:<k+1_k+2>’

k=1

tomando diversos valores de k obtenemos

S (- ) = G A L LR
\k+1 k+2 2 373 477 'n on+1l) n+l n+2" 2 n+2 “2n+2)

Demostremos que
n

1 _ n
Z(k+1)(k+2)  2(n+2)
se cumple en N. Sea P(n) : kz S k+2) (n@rQ);
=1
a) P(1) es V ya que
ORI,
= (k+1) k+2)_2-3_6’
y por otro lado ﬁ:%.

P
b) Si se cumple que )
k=1

1
DGR = 2(p+2) debemos demostrar que

1 p+1

(k+1)(k+2)  2(p+3)

N\gE:
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Veamoslo,

p+1

S

)(k+2)
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1

D

Tk + 1) (k+2) +k:,§;1 k+ 1)k +2)

+1
1 p

1
P 1

2p+2)
p(p+3)+2
2(p+2)(p+3)
P> +3p+2
2(p+2)(p+3)
p+1
2(p+3)

(P+2)(p+3)

1

Ejemplo 1.2.6. Calcule, usando formulas, la suma de todos los nimeros impares entre

100 y 500.

Solucién. Queremos los niimeros impares desde 101 hasta 499. Si escribimos un nimero

250

impar como 2k — 1 entonces la suma pedida es ) ;7 (2k — 1); tenemos,

250

> (2k-1)

k=51

250—50
> [2(k+50) — 1]
k=51-50
200
> (2K +99)
k=1
200 200
2> k+ > 99
k=1 k=1
o 20020L) . 900(99)
60,000.

Ejemplo 1.2.7. Determine una férmula para 2211(_1)1% y demuestre la validez de ésta

en N.
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Solucion.

S (-Dfk = —142-34+4-5+---—(2n—1)+2n
k=1
= —(14+345+-+02n—1)+(2+4+6+---+2n)

= —Zn:(Zk— 1) +Zn:2k
k=1 k=1

= > (—2k+1+2k)

k=
= n.

Veamos ahora la induccién pedida.

Sea P(n) : :fl(—l)kk: =n.

a) Como 321 (=1)¥k = —1 42 = 1 entonces se cumple P(1).

b) Si P(r) se cumple, es decir, si Zirzl(—l)kk = r, debemos demostrar que P(r + 1)

también se cumple, es decir, debemos demostrar que Zi(ﬁ' 1)(—1)1‘7{: =r+1

[

2r+2

(r+1)
Y=k = > (D%
k=1 k=1
2r
= > (-DFk—(2r+1)+ (2r +2)
k=1
= r—2r+1)+(2r+2)
= r+1

1.2.2. Sumatoria Doble
Definicion de Sumatoria Doble

Supongamos el siguiente arreglo rectangular de ntimeros

ailp a2 ... Aaim
asy ago oo A2m
an1 Qp2 ... (Opm

m
Si sumamos los términos de la primera fila obtenemos ) ay;.
i=1
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m
Si sumamos los términos de la segunda fila obtenemos ) as;.
j=1

m
Si sumamos los términos de la n-ésima fila obtenemos > ap;.
i=1

n m
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos Y | Y a;j
i=1 \j=1

Por otro lado,
n
si sumamos los términos de la primera columna obtenemos ) a;;.
i=1
n
Si sumamos los términos de la segunda columna obtenemos Y ajs.
i=1
n

Si sumamos los términos de la m-ésima columna obtenemos ) ajpn,.
i=1

m n
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos ) | (Z aij)
j=1 \i=1

Naturalmente que estas sumas dobles son iguales (forman la suma de todos los términos

del arreglo) por lo que podemos afirmar que (aceptando como definicién)

m n

iiwzz%-

i=1 j=1 j=1i=1

Propiedades de la Sumatoria Doble

Se cumple:
a) Y. k=nmk, keR.
i=15=1
b) Z Zlmij:kz Zaij, keR.
i=15=1 i=15=1
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Si aplicamos la suma iterada a la sumatoria doble podemos mostrar las propiedades,
por ejemplo:

D> (ai+b) = DD (ai+by)
i=1j=1 i=1 | j=1
= Z mai—l—ij
i=1 | j=1

n m
= mZai —|—n2bj.
i=1 j=1

3 4
Ejemplo 1.2.8. Calcule > > (20 + j).

i=1j=1
Solucién.
3 4 4 3
SSeig) = Y iy
i=1 j=1 j=1 i=1
4(4+1 33+1
gD 368+
2 2
= T8.
1.2.3. Ejercicios Propuestos
Ejercicio 1.1. Si se sabe que
6 5
> (@ri-3)=18, > (z,—-6)>=182 y x6=38,
i=1 i=1
6
determine el valor de > 2?.  Resp. 186.
i=1

n 6
Ejercicio 1.2. Sabiendo que Y a; = 2n? + 3n encuentre el valor de Y ai3_5 y as.

i=1 i=1
Resp. 20; 13.

15
Ejercicio 1.3. Determine el valor de > i(i — 3).
i=5
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Ejercicio 1.4. Si se sabe que

7 10
D af=196; > (2z; —3)* =1130, x5 =9 = —3110 =5,
i=1 i=1
7
determine el valor de ) z;.
i=1

Ejercicio 1.5. Si

6 7
> @ri—-17=4, ) (@i+D@—-1)=129 y w7=—4,
i=1 i=1
7
determine el valor de > (2z; —5) >_ (2x; + 3)2.
i=1 i=1

Ejercicio 1.6. Encuentre una férmula que permita sumar los n primeros términos de la
sucesion

a) (2n — 1)pen.  Resp. n?

b) (6n?) Resp. n(n +1)(2n + 1).

neN’

Ejercicio 1.7. Calcule

a) 3+64+---4+198. Resp. 6.633.

b) —12422-324+42 52462 —...—99% + 1002

d

)
)
c) 24+44+6+8+---+200. Resp. 10.100.
) 1+34+5+7+9+---+199. Resp. 10.000.
)

e) 1242232442 - 52+ 6% — - — 99% 4 1002

Ejercicio 1.8. Calcule

a) 100[ L L ] Resp. 2572
—lili+1) (+1)@E+2) ' ' '

100
k k—1 100

c) [(k+1)In(k+1) — kIn(k)]. Resp. (n+1)In(n +1).

B
Il
—
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Ejercicio 1.9. Usando descomposicién en fracciones parciales y propiedad telescopica,
determine una férmula para

1 n
b) Z; Gita@itl) P smrs;

n

2k —1

3 4n+3
C) <k +1)(k+2)° Resp- 4 = st hmrey-
“ k+2 )
d) Z k(k+1) ok Resp. 1 — (n+1)2n

Resp. % —

1 1
6t T 62 T 6(ni3)”

Ejercicio 1.11. Determine el valor de las siguientes sumatorias

a) Y (3i—5).

=1

> (i +3)
b) >

=1
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Ejercicio 1.12. Si se sabe que

5 5
» ap=30, > =18,
=1 =1

5
determine el valor de Y (z; —2)2.  Resp. —22.

i=1
Ejercicio 1.13. Si
6
6 6 > af
=1
d(ai—3)2=> (a:+2)?® y T— =10,
i=1 i=1 a;

determine el valor de ) a;(a; —3). Resp. 21.
i=1

Ejercicio 1.14. Dado

10

> (2; — 3)” = 1130, Zx =196, x3=3, m9g=3, xi19=—b.
=1

7
. Cuél es el valor de ) x;?. Resp. —11.
i=1

Ejercicio 1.15. Si

4 4
D wi=12, ) i(2 - 32;) = —306,
=1 =1
4

determine el valor de Y (x; +2)2.  Resp. 174.
i=1

Ejercicio 1.16. Dado
8

8
Z:UZQ =25y le =12,
i=1 i=1

8

determine el valor k si Y (4x; — 2k)? = 4,000. Resp. k =0, k = 6.
i=1

Ejercicio 1.17. Calcule el valor de la constante ¢, si se sabe que

6 5

5
D) (2w — 3y, + ¢) = 6,000, Zml_w Dy =22
j=1

i=1 j=1
Resp. 207.2.
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1.3. PROGRESIONES

1.3.1. Progresion Aritmética

Definicién 1.3.1. Una sucesién real (an), oy se llama Progresién Aritmética, denotada
P.A. si

ap = aq
{anH =a, +d, para algin d € R — {0}, Vn € N

Observacion 1.3.1.
1. a7 se llama “primer elemento de la P.A.”.
2. d =ap+1 — a, se llama “diferencia de la P.A.”.

3. Sid > 0 entonces la P.A. es creciente.

Si d < 0 entonces la P.A. es decreciente.

4. Sia,b,c estdn en P.A. entonces b — a = ¢ — b, es decir, 2b = a + c.

Ejemplo 1.3.1.

1. La sucesion de los nimeros naturales es una P.A. con primer elemento a; = 1 y
diferencia d = 1.

2. La sucesion formada por los numeros: 7,5,3,1,—1,—3,—5,... es una P.A. con pri-
mer elemento a1 = 7 y diferencia d = —2. Observe que —2 =5 —-7 =3 -5 =
—1-1=....

Teorema Regulatorio

Teorema 1.3.1. Si (ay)nen es una P.A. con primer elemento ay y diferencia d entonces

a) ap =a;+ (n—1)d, n € N.

b) éai = 5[2a1 + (n — 1)d].

Demostracion.
a) Sea P(n):ap, =a1+ (n—1)d.

a) P(1) es Vyaquea =a;+ (1—1)d.

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si ap = a1 + (k — 1)d, debemos demostrar
que P(k + 1) también es verdadero , es decir, debemos demostrar que ajy; =
a1 + ((k + 1) — 1)d; vedmoslo,
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b) Usaremos el Segundo Principio de Induccién Matemadtica.

Sea P(n) : > 1"  a; = %[2a1 + (n — 1)d], debemos demostrar a) P(1) es V y b) si
P(n)es VV¥neN n<k, entonces P(n+1) es V.

a) P(1) es verdadero ya que ZLI a; = a1 y por otro lado £[2a; + (1 — 1)d] = a;.
b) Si P(n) es VVn € N, n < k entonces se cumple > 1" a; = 5[2a1 + (n —

1)d], debemos demostrar que P(n + 1) es verdadero, es decir, que »_

nT'H [2&1 + nd] .
Veamoslo,

n+1

S

=1

n+1
)

n n+1
Z(ZZ‘ + Z a;
i=1 i=n-+1
n
5[2(11 + (n—1)d] + ant1
2[2(11 + (n—1)d] + a1 +nd
nai + g(n —1)d+ a1 +nd
(n+1)a; + %(n—l)—i—n d
n(n+1)
2

[2a1 + nd].

(n+1)a; + d

n+1
2

Ejemplo 1.3.2. En una P.A. cuyos tres primeros términos son: 5,11, 17 determine

a) el quinto término,

b) la suma de los 17 primeros términos.

Solucién. Como a; =5y d =11 —5 = 6 entonces

a) as =a;+4d=5+4-6 =29.

17
b) Y a;=L[2-5+16-6] =901
=1

Ejemplo 1.3.3. Interpolar (intercalar) ocho medios aritméticos entre 6 y 36.

=1 @i =

Solucién. Estamos considerando una P.A. donde el primer término es a; = 6 y el décimo
término es a1g = 36. Necesitamos la diferencia d.
Como a9 = a1 + 9d entonces 36 = 6 + 9d de donde d = % = 3%, asi, los términos

pedidos son,
as=6+3% =91 |

as =193

ag = 22%

a3=91+4+31 =122 0a3=6+2(31) =122 | ay4=16,
2

ay =26 ag:29% , ag:32%.
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Ejemplo 1.3.4. Determinar tres numeros en P.A. cuya suma sea 15 y la suma de los
cuadrados sea 83.

Solucién. Consideremos a1 = x — d, as = x, a3 = x + d los tres nimeros en P.A. Como
(x —d)+z+ (z + d) = 15 entonces x = 5, asi los nimeros son:

ap=5—-d , ay=5 , az3=5+d.

Dado que la suma de los cuadrados de los nimeros debe ser igual a 83 entonces obtenemos
la ecuacién (5 — d)? + 52 + (5 + d)? = 83; al resolver esta ecuacién de segundo grado
obtenemos di = 2, do = —2.

Sid=2, x=>5tenemos a; = 3, as = 5, ag = 7; una P.A. creciente.

Sid= -2,z =05 tenemos a; =7, as = 5, ag = 3; una P.A. decreciente.

1.3.2. Progresion Geométrica
Definicién 1.3.2. Una sucesién real (ap)nen se llama Progresién Geométrica, denotada

P.G. si

ap = aj
Up+1 = ap -1, para algin r € R —{0,1}, Vn e N

Observacion 1.3.2.
1. a1 se llama “primer elemento de la P.G.”.

2. r = 224l ge |lama “razén de la P.G.”.

an
3. Sir > 1 entonces la P.G. es creciente.

Si 0 < 7 < 1 entonces la P.G. es decreciente.

Si r < 0 entonces la P.G. es oscilante.

b

4. Si a,b,c estan en P.G. entonces | = ¢, es decir, b? = ac.

Ejemplo 1.3.5.

1. La sucesion cuyos primeros términos son 2,4,8,16,32,64, ... es una P.G., donde el
primer término es a; = 2 y la razon esr:2:%:%: % =...

2. Silos 4 primeros términos de una P.G. son 3, —6, 12, —24 entonces el primer término
esay =3 y la razon es r = —2.
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Teorema Regulatorio

Teorema 1.3.2. Si (an)nen €s una P.G. con primer elemento a1 yr # 1, r # 0 entonces

a) ap=ay-r" !, neN.

n
b) Zai :alll—_r:_
=1

Demostracion. Veamos, antes de realizar la demostracién, la forma en que se producen
las férmulas propuestas.

2)

a; = ai

ay = Qai1-rT

a3 = ag'T:(al‘r)-r:al-7"2
a4 = ag'T:(al‘TZ)‘r:al-r?’

Resulta inmediato creer que a, = aq - r

n
b) Y a;=a1+ay+ag+ -+ ap—1 + an, es decir
i=1

n
E a;=ar+a-r+a 4+ +a " 4a "
i=1

Si multiplicamos esta ultima igualdad por r obtenemos

n
7“5 ai=ai-r+a;-r*4+-ta " Eda " ay -
i=1

n

al restar las dos expresiones tenemos Y a; — Ty .- ,a; = a; — aj - ", asi

(1—7r)> " a; =ai(1—r"), de donde, finalmente

Demostremos ahora, por induccién, las formulas obtenidas.

a) Sea P(n):a, = aj - "1 entonces,

i) P(1) es verdadero ya que a; = ap - r'=%.

ii) Si P(k) es verdadero, es decir si a; = a; - 7*~! debemos demostrar que apy; =
a1 - r*. Veamos esto tltimo,

ak+1=ak'7"=(al'7“
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b) Sea P(n): Y a; = a1 =~

—_r
=1

n

1
i) P(1) es verdadero ya que »_ a; = a1 = a1 ll_f:.
i=1
ii) Si P(k) es verdadero, es decir si Zle a; = a; =

1-r
1 _nk+1
Zfil a; = a1 1="-~; tenemos

debemos demostrar que

1—r
k+1 k
Zai = E a; + Qg1
i=1 i=1
1 — Tk k
= a +ay-r
1—r

(=)

= a1 +7r

1—7r
1—rk 4k —phtl

1—r
k+1

1—r

= ali
1—7r

Ejemplo 1.3.6. En una P.G. cuyos tres primeros términos son 3,6,12, determine
a) el quinto término,
b) la suma de los diez primeros términos.

Solucién. Como el primer término de la P.G. es a; = 3 y la razén es v = 2 entonces

a) as =ap -r* =3-2% =48,

10
b) Yai=a Lor? — 312270 — 3 069.

Ejemplo 1.3.7. ;Qué lugar ocupa el término de valor % en una P.G. que tiene primer
elemento con valor % tal que la razon es r = %?

-1
L@

27 4 3\ 21 3 (3\"T 3\t 3\
4 3 \2 4 4 \2 2/ \2 ’

asi, n = 5 y entonces el quinto término tiene valor %.

Solucién. Como a, = a; - v~ ! entonces queremos n, tal que
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Ejemplo 1.3.8. La suma de tres nimeros en P.G. es 70, si se multiplica los dos extremos
por 4 y el término central por 5 entonces los nuevos niumeros estdin en P.A. Determine los
numeros originales.

Solucién. Si denotamos por a al primer niimero entonces, los otros nimeros son ar y
ar?. Por los datos disponibles obtenemos la ecuacién a + ar + ar? = 70.

Por otro lado, los ntmeros 4a, 5ar, 4ar? quedan en P.A. y entonces, la ecuacién que
podemos deducir es 5ar — 4a = 4ar? — 5ar (ambos lados son igual a d); arreglando esta
ultima expresién obtenemos 4ar? — 10ar + 4a = 0.

Como a # 0 entonces la ecuacién queda 472 — 107 +4 = 0, la cual tiene solucién r = 2,
r=1

Reemplazando en la primera ecuacién deducida obtenemos:

r=2= a4+ 2a+4a =70 = a = 10, asi, los niimeros pedidos son 10, 20, 40,

r= % =a+ %a + ia =70 = a = 40, asi, los numeros pedidos son 40, 20, 10.

Ejemplo 1.3.9. Los reciprocos de b — a, 2b, b — ¢ forman una Progresion Aritmética,
demuestre que a, b, c estdn en Progresion Geométrica.

Solucion.
Si ﬁ, ﬁ, ﬁ estdn en P.A. entonces se cumple ﬁ = e %, usando ésta

igualdad debemos probar que g = 7, es decir, que b = ac.

s 1 11 1 b—a—2b __ 2b—(b—c) . b—a bt .
Si oy — 575 = p== — 3; entonces 2b((113—a) = =)+ decir 7=% = =2, al seguir

trabajando obtenemos b? = ac.

1.3.3. Progresion Armonica

Definicién 1.3.3. Una sucesién real (ap)nen se llama Progresion Armoénica, denotada

P.H., si (i) N es una Progresion Aritmética; a, # 0, Vn.
ne

an

Ejemplo 1.3.10. La sucesion 1, %, %, %, ceey %, ... esuna P.H. ya que la sucesion formada
por los reciprocos 1,2,3,...,n,... es una P.A.

2xz

Ejemplo 1.3.11. Si los numeros x,y, z estdn en P.H. demuestre que y = ==.

Solucién. Si z,y, z estan en P.H. entonces %, %, % estdn en P.A.
S101 1 s 1_1_1_1 2 _ 1.1 _ 22z
Sio, ,» > estanen P.A. entonces T r T Ty de donde s=ato finalmente y = 77%.
1.3.4. Ejercicios Propuestos
Ejercicio 1.1. Se sabe que los dos primeros términos de una P.A. son a1 = %, ag = %

Determine, a) as, b) az_2 y ¢) Y10, a;.

Ejercicio 1.2. Sea (a,)nen una P.A. Si se sabe que
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a) La suma del tercer y cuarto término es igual a 43 y que la diferencia entre el octavo
término con el quinto término es igual a 9 (ag—as = 9). Determine el primer término.

b) La suma del cuarto término con el sexto término es igual a 8 y la suma del quinto y
noveno término es igual a 9. Determine el segundo término.

c) La diferencia d es el 40 % de aj. Exprese as como porcentaje de la suma de los 10
primeros términos.

d) El primer término es —2, el ultimo término es 29 y la suma es 162. Cudl es la
diferencia d?.

e) El tercer término es igual al cuddruple del primero y el sexto término tiene valor 17.
Determine la progresion.

Ejercicio 1.3. Sea A = {ai/ai = 172\/5 + (i_é)ﬁ, 1<i<n,née N}.

a) Demuestre que los elementos de A estdn en P.A.

b) Determine Zi;:l ag.

Ejercicio 1.4. ;Cuantos términos de la P.A. cuyos tres primeros términos son —6%, —6%, —6
se deben sumar para obtener —52%?.

Ejercicio 1.5. La suma de tres ntimeros en P.A. es 39 y su producto es 2184. Determine
los ntimeros.

Ejercicio 1.6. La suma de 5 ntimeros en P.A. es 40 y la suma de sus cuadrados es 410.
Determine los niimeros.

Ejercicio 1.7. La suma de los p primeros términos de una P.A. es ¢, y la suma de los ¢
primeros términos es p. Calcule la suma de los p + ¢ primeros términos.

Ejercicio 1.8. Sumar los n primeros términos de las siguientes P.A.

a) 2v/3,3v3,4V3,.. ..
6 34
b) ﬁ,10\@,7,....
¢) 2a — b,4a — 3b,6a — 5D, . . ..
d) aTer,a, 3“;’,....

2_ 2_
e) 2a 174 _ 3 6a*=5

a a’ a P
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Ejercicio 1.9. La suma de tres nimeros en P.A es 12 y la suma de sus cubos es 408,
determine los ntimeros.

Ejercicio 1.10. Demostrar que la suma de un ntimero impar de términos de una P.A. es
igual al término central multiplicado por el nimero de términos.

Ejercicio 1.11. Verificar que el cuadrado de las cantidades a? —2a —1,a® +1,a® +2a — 1
forman una P.A.

Ejercicio 1.12. Una empresa tiene una produccion de 20.000 unidades en el primer afio
e incrementa su produccion, cada ano, en 1.200 unidades.

a) ;Cuénto producird el quinto ano?.

b) ¢Cuadl sera la produccién total en los primeros 5 anos?.

Ejercicio 1.13. La produccién de una empresa es de 15.000 el primer ano, luego la
produccién disminuye a razén de 750 por ano.

a) ;Cuél es la produccién total en los primeros cinco anos?.
b) ;Cuéndo la produccién serd nula?.

c¢) ;Cuanto habréd producido la empresa hasta que la produccién sea nula?.

Ejercicio 1.14. Una empresa A tiene una produccién inicial de 1.000 unidades y dismi-
nuye a razén de 100 unidades por ano. Una empresa B tiene una produccién inicial de 500
unidades (el ano inicial es el mismo en ambas empresas) y aumenta su produccién en 25
unidades cada afo.

a) ;Cuédndo seran iguales las producciones de A y B7.
b) ¢(Cudndo serd nula la produccién de A?.

c¢) ;Cudl serd la produccién de B ese mismo ano?.

Ejercicio 1.15. En una P.G. la suma de tres términos es 224 y la suma de los extremos
excede en 96 al término central. Calcule los ntimeros.

Ejercicio 1.16. Sea (a,)nen una P.G.,
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a) Siaj;+as =28y ag+ aqy = 175 calcule el quinto término.

b) Sias 4 as =30y az — a; = 8 calcule el primer término.

Ejercicio 1.17. Sume los n primeros términos en cada una de las siguientes P.G.

1 1 2
a) 2,8y Qr- e
b) 1,5,25,.. ..

c) 24,12,6,....
Ejercicio 1.18. Interpolar 5 medios geométricos entre 38 y 40%.

Ejercicio 1.19. Si a,b,¢,d estan en P.G. demuestre que (b —c)? + (c —a)? + (d — b)? =
(a —d)>.

Ejercicio 1.20. Intercalar dos ntimeros reales entre % y % de modo que los tres primeros
formen una P.A. y los tres tltimos formen una P.G.

Ejercicio 1.21. Sean z,y, z tres nimeros en P.A., tales que su suma es 24. Si restamos
uno al primer término y dos al segundo, los nuevos nimeros quedan en P.G., determine
los niimeros originales.

Ejercicio 1.22. Calcule la suma de todos los nimeros impares entre 100 y 500.

Ejercicio 1.23. Si QTH’, b, % estan en P.H. demuestre que a, b, c estan en P.G..

Ejercicio 1.24. Interpolar dos medios arménicos entre 5 y 11.

Ejercicio 1.25. Si 12 y 4.815 son los medios geométricos y arménicos, respectivamente,
entre dos niimeros; determine estos ntimeros.

Ejercicio 1.26. La suma de los 50 primeros términos de una P.A. es 200 y la suma de
los siguientes 50 términos es 2700. Determine el primer término y la diferencia.

Ejercicio 1.27. Si a?, b?, ¢? estén en P.A., demuestre que (c+b), (a+c) y (b+ a) estén
en P.H.

Ejercicio 1.28. La suma de los 6 primeros términos de una P.G. es 9 veces la suma de
los 3 primeros términos. Determine la razén.
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1.4. ANALISIS COMBINATORIO

Podemos considerar el andlisis combinatorio como el conjunto de procedimientos y
técnicas que nos permite determinar el nimero de subconjuntos que pueden formarse a
partir de un conjunto dado, de acuerdo a ciertas instrucciones.

Estas deben indicar claramente como se diferencian dos subconjuntos entre si, de acuer-
do a:

e la naturaleza de los elementos,
e ¢l orden de los elementos.

Realizaremos el analisis combinatorio sin repeticién, es decir, cada elemento debe apa-
recer una unica vez en cada subconjunto.

1.4.1. Principio del Analisis Combinatorio

Si un evento, hecho o suceso se realiza de “n” formas distintas y otro evento, indepen-

diente del anterior, se realiza de “r” formas distintas entonces, los dos eventos se realizan,
conjuntamente, de “nr” formas distintas.

Observacion 1.4.1. Al Principio del Anélisis Combinatorio también se le llama Principio
Multiplicativo.

Ejemplo 1.4.1. Si entre dos ciudades A y B existe una linea de buses que las une y que
dispone de 10 mdquinas en uso. ;De cudntas maneras una persona puede ir de A a B y
volver en un bus distinto?.

Solucién. Como ir de A a B se puede realizar de 10 maneras distintas y volver de B a
A de puede hacer de 9 otras formas distintas entonces, realizar el viaje completo, en las
condiciones planteadas, se realiza de 10 - 9 = 90 maneras.

1.4.2. Factorial de un Numero

Definicién 1.4.1. Sea n € NU {0}. Definimos el factorial de n, denotado n!, que se lee
“factorial de n” como

1 sin=0
n! =
n-(n—1)~> sin>1

Ejemplo 1.4.2.

4 =4-31=4-3-21=4-3-2-11=4-3-2-1-1=24.

Observacion 1.4.2. Es inmediato notar que n! =n(n—1)(n —2)---3-2-1.
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: : z!
Ejemplo 1.4.3. Determine [E=oNE

Solucién.
x! z(z—1)(z - 2)!
(x—2)! (x —2)!
= z(x—1).

Ejemplo 1.4.4. Solucione la ecuacion % = 13.

Solucién.
(= 1) +2(x+1)! (x =) +2(x+ Da(z — 1)!
=13 =13
z! — (z —1)! z(z— 1! = (z—1)!
(x — DI+ 2z(x + 1)]
=1
B P TP 5
1
o 14 2z(x + 1) _13
r—1
= 22°—1lz+14=0

7
Tl = 5
= = 2
To = 2
Naturalmente que la solucién es z = 2.

1.4.3. Variaciones

Sea A un conjunto con n elementos, llamamos variacién de orden k, k < n, a todo
subconjunto ordenado de A que tenga k elementos.

Observacion 1.4.3. Dos variaciones de orden k son diferentes si tienen al menos un elemento
distinto o si teniendo los mismos elementos, estos estan en distinto orden.

El nimero total de variaciones de orden k que se puede formar, seleccionado los ele-
mentos de un conjunto que tiene n elementos se denota V' (n, k) o V,X.

Proposicién 1.4.1. El nimero de variaciones V(n,k) es V(n, k) = (nﬁ!k)!'

Demostracion. El primer lugar de la k-upla se puede llenar de n formas distintas.
El segundo lugar de la k-upla se puede llenar de n — 1 formas distintas.
El tercer lugar de la k-upla se puede llenar de n — 2 formas distintas.

El k-ésimo lugar de la k-upla se puede llenar de n — (k — 1) formas distintas.
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Usando el Principio Multiplicativo, llenar los k lugares de la k-upla se puede realizar
den-(n—1)-(n—2)---(n— (k—1)) formas, ahora,
Vin,k) = n-(n—-1)-(n—2)---(n—(k—-1))-

nem 1) (k1) (0 k)
m—k)-n—k—-1)---3-2-1

n!
(n— k)"

O
Ejemplo 1.4.5. ;Cudntas palabras de 3 letras se puede formar usando las letras a,b, c,d?.

Solucién. Como el orden de las letras en cada palabra interesa entonces estamos frente
a variaciones y la respuesta es: V' (4,3) = (4f!3)! = 24.

Ejemplo 1.4.6. ;Cudntas senales diferentes se puede formar, si disponemos de 6 banderas
de colores diferentes las cuales se colocan en un mdstil, una tras otra, si se puede usar
cualquier numero de ellas a la vez?.

Solucién. Como el orden de las banderas en el mastil es importante entonces el problema
es de variaciones y la respuesta es 22:1 V(6,k).

1.4.4. Permutaciones

Una permutacién de orden n es toda variacién de orden n.

Observacion 1.4.4. Dos permutaciones de orden n tienen los mismos elementos y son
diferentes sélo por el distinto orden que presentan los elementos. Al nitimero total de
permutaciones de orden lo denotamos P,.

Proposicion 1.4.2. El nimero de permutaciones de orden n es P, = n!.

Demostracion.

Ejemplo 1.4.7. ;De cudntas maneras se puede ordenar 6 libros en un estante?.

Solucién. De P = 6! = 720 formas distintas.
Si de estos libros, 3 de ellos forman una coleccién y por lo tanto van juntos, el nimero
total de distribuirlos es ahora P, = 4! = 24 maneras.
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1.4.5. Combinaciones

Sea A un conjunto que tiene n elementos, llamamos combinacién de orden k, k < n, a
todo subconjunto de A formado por k elementos.

Observacion 1.4.5. Dos combinaciones de orden k son diferentes sélo si tienen al menos
un elemento diferente, dado que el orden de los elementos no interesa.
Al ntimero total de combinaciones de orden k lo denotamos C(n, k) o también por (Z)

Proposiciéon 1.4.3.
n!

Demostracion. Como cada variacién de orden k genera k! variaciones de orden k entonces
klC(n,k) =V (n,k), de donde

Vin, k) n!

k) = =0 = W —wr

Ejemplo 1.4.8. Si una prueba contiene 7 prequntas y el alumno debe responder sdlo 4 de
ellas. ;Cudntas posibles tipos de pruebas espera como respuesta el corrector?.

Solucién. Como el orden de las respuestas no interesa, el nimero pedido es C(7,4) =

() = .

Ejemplo 1.4.9. En un grupo de 15 muchachos y 10 ninas, sde cudntas maneras puede
formarse un grupo compuesto por 8 muchachos y 2 ninas?.

Solucién. Como al formar el grupo no interesa el orden entonces, los 3 muchachos pueden
seleccionarse entre los 15 disponibles de C'(15,3) formas, por otro lado las 2 nifias pueden
seleccionarse de entre las 10 ninas de C(10,2).

Usando el Principio Multiplicativo concluimos que, el grupo puede formarse de C'(15, 3)-
C(10,2) = 20,475 maneras.

Observacion 1.4.6. Se cumple:
n

a) ( >—1 Vn e NU{0}.

> =1, Vne NU{0}.

¢
o (7)) =nmen
o (

Z>:< >,Vn,k€NU{O},kz<n.
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n n n+1
e) <k>+<k+1> = <k+1>’ Vn,ke NU{0},k <n.

Demostracion.

)

n n n! n!
(k:) * <k+1) T BHm—R Gkt D k-1
(k+1)n!'+ (n—k)n!
(k+1)!(n—k)!
nlk +1+n— k|
(k+1)!(n—k)!
(n+1)n!
(k+1)l(n—k)!
(n+1)!
(k+1)!(n—k)!

_ n+1
 \k+1)

Ejemplo 1.4.10. Compruebe que

n—+1 n n—+1 n n—+ 2 _ n—+3
k kE+1 k+2) \k+2)

Solucion. Usando la dltima afirmaciéon tenemos
n+1 n+1 n+ 2 n—+2 n-+2
( k >+<k+1>+<k+2> N <k+1>+<k+2>
B n+3
 \k+2)

1.4.6. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.1. Existen 3 caminos para ir de las ciudad X a la ciudad Y, y 2 caminos para
ir de la ciudad Y a la ciudad Z. ;Cuantas rutas distintas puede realizar una persona para
ir desde X a Z7. Resp. 6 rutas.

Ejercicio 1.2. ;Cudntos nimeros de 4 digitos se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 47.
i Cuantos de tales nimeros son menores que 3.0007.  Resp. 12 ntimeros son menores que
3.000.
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Ejercicio 1.3. ;Cudantas sefiales puede mostrar un barco que dispone de 7 banderas,
si cada senal consiste de 5 banderas colocadas verticalmente en un asta?.  Resp. 2.500
seniales.

Ejercicio 1.4. ;De cuantas maneras pueden ubicarse 9 estudiantes en 3 habitaciones
donde cupen 3 estudiantes en cada una?. Resp. 1.680.

Ejercicio 1.5. ;Cuantas palabras que contengan 3 consonantes y 2 vocales se pueden
formar con 6 consonantes y 4 vocales?. Resp. 14.400.

Ejercicio 1.6. En una reunién hay 16 estudiantes y 4 profesores,

a) {Cudntas comisiones de 5 personas cada una pueden formarse si en cada una de ellas
deben participar 2 profesores?. Resp. 3.360.

b) ;Cuéntas comisiones de 5 personas cada una pueden formarse si en cada una de ellas
participan a lo mas 2 profesores?.

Ejercicio 1.7. De un naipe de 52 cartas se extraen, al azar, 3 de ellas. Determine,
a) El numero de grupos que se puede formar. Resp. (532).
b) El nimero de maneras de extraer un as.  Resp. (le) (428).

c) El nimero de maneras de extraer al menos un as.

Ejercicio 1.8. Si 4 personas entran a un cine en el cual hay 7 lugares vacios, jde cuantas
maneras diferentes se pueden sentar?.  Resp. 840.

Ejercicio 1.9. Simplifique

(n+1)!+n!
R
(5i1)
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Ejercicio 1.10. Resuelva las siguientes ecuaciones

2x 20 — 2 132
a) (x_1>f< . )—35. Resp. = 6.

H-G) _3
b) =——2£ =—. Resp. x = 31.
O I
) (2z)! Cal(z —2)! _ 132 Resp. z = 6.

(=Dl z+1)! (22-2)! 35"
Ejercicio 1.11. Verifique que 2n! — (n —1)!{(n — 1) = n! 4+ (n — 1)\

Ejercicio 1.12. Verifique si se cumple

n 49 n n n _(n+2

k k—1 k-2) \ k )
Ejercicio 1.13. Verifique que,

n—+ 2 n -+ 2 n-+ 2 n-+ 2 n-+5
<k+3>+3<k+2>+3<k+1>+< k >_ <k+3)'

1.5. TEOREMA DEL BINOMIO

1.5.1. Teorema y Propiedades

Teorema 1.5.1. Sean a,b € R, n € N, entonces

(a+b)" = zn: (Z) a" Rk,

k=0

Demostracion. Sea P(n) : (a+b)" = (Z) aFpk
k=0

a) P(1) es verdadero ya que (a +b)' =Y, _, (i)al_kbk, esto ultimo dado que

1
1 1-ki1k 1 1-0;0 1 1-1,1
kz—o(k>a b —<0>a 0+ L)e bt =a+b.
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b) Si P(r) es verdadero, es decir, si (a +b)" = Y"1 _, (1)a"*b* debemos demostrar que

(a4b)*t =305 ("FHar kb, Vedmoslo,

(a+b)" = (a+b)"(a+D)

Observacion 1.5.1.

1. Desarrollando la sumatoria obtenemos,

(a+b)" = i (Z) "ok

k=0

= (MYa"+ (") b+ o =1 ph—1
<0>a +(1)a b+ +<k_1>a b
n—1 n

es decir, en el desarrollo de (a + b)" obtenemos (n + 1) términos.

2. El término de lugar k, denotado t;, es

n
k (k—l)a A

o quizds més facil, el (k + 1)-ésimo término es tgy1 = (})a"*b.
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Ejemplo 1.5.1. Desarrolle (2a + b)*.

Solucion.
1 /4
(2a +b)t = E (k) (2a)* k¥

(3) (2a)* + (f) (2a)b + (3) (2a)b* + (;l) (2a)b° + (j) b

1-16a*+4-8a° b+6-4a%> - v*+4-2a-b3+1-b*
16a* + 32a3b + 24a%b* + 8ab® + b*.

Observe que el coeficiente de ab® es 8.

14
Ejemplo 1.5.2. En (1 — ‘%2) determine
a) el quinto término,
b) el(los) término(s) central(es).

Solucion.

14 .%'2 4 1'8 1001
8) 15 <4> < 2 > 00176~ 16 ©

b) Si el exponente del binomio es un nimero par, entonces existe un tnico término
central, asi, si n es par, entonces el término central es t%+1; el término pedido es

14 x2

ts = I
o= () (%)
SRUEY

Ejemplo 1.5.3. Determine el coeficiente de x'8 (si existe), en el desarrollo de (m2 + %)15.

Solucién. Supongamos que z'® € ¢, = (1k5) (x2)to—k (%)k, entonces

$18 c <1k5> x30—2k3k$—k — (1k5) 3kx30—3k'

Esto nos indica que z'8 = 23973% de donde 30 — 3k = 18, asi, k = 4. Deducimos que el
coeficiente de z!'® es (145) 3%

Ejemplo 1.5.4. Determine el coeficiente de x'° (si existe), en (1 + 2x + 322)(1 + z)'2.
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Solucién.
(14224321 +2)2 = (1 +2)2 + 2201 +2)™ + 3221 + )2
Como b »
12 12
12 _ 12—k, .k __ k
(1+2) _;<k>1 x_;<k>x

concluimos que el coeficiente de z'° es (}g), el coeficiente de z es (192) y que el coeficiente
de 2% es (12), asi, el coeficiente de x'° en el desarrollo de (1 + 2z + 322)(1 + z)'? es

8
12 +2 12 +3 12 =66+2-220+3-495 = 1991
10 9 8 ) N ’

Ejemplo 1.5.5. Determine el coeficiente de 2% en (2 + x + 22)'°, x € Rt — {1}.

Solucién. Como

2+z+2H)0 = [2+2) —|—x2]10

- <1k0> (24 2)10F(a2)k
=0

10 10—k
Z 10 Z 10 — £ o k
- k=0 <k> < b )210 e (332)

p=0
10 10—k
-3y <1O> <10 - k> 10— k—p,,p+2k
k=0 p=0 k p

entonces se debe cumplir que p + 2k = 6. Las posibilidades son
(k=0Ap=6)V(k=1Ap=4)V(k=2Ap=2)V(k=3Ap=0),

asi, el coeficiente de 2% es

(e () () ()G

=1-210-164+10-126-32+45-28-64+ 1201 - 128 = 139680.

1.5.2. Ejercicios Propuestos

1 6
Ejercicio 1.1. Determine el sexto término en el desarrollo de (2a — 3) .

2 8
Ejercicio 1.2. Determine el sexto término en el desarrollo de % — g) .
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15
Ejercicio 1.3. Determine el coeficiente de x'® (si existe) en el desarrollo de <x2 + > .
x

8
Ejercicio 1.4. Calcule el coeficiente numérico del término central de <35 — t) .
Ejercicio 1.5. ;Es cierto que el coeficiente de z'6 en (:c2 + 2:17) 10 65 3.3607.

13
1
Ejercicio 1.6. Determine el coeficiente de x en (9;E — ) .

Ejercicio 1.7. Determine el coeficiente de 2% en (1 + 2)(1 — x)".

Ejercicio 1.8. Determine el coeficiente de 2™ en

Ejercicio 1.9. Determine el coeficiente de z° en (1 +x+ x2)

n
Ejercicio 1.10. Demuestre que Z (Z) = 2"
k=0

Ejercicio 1.11. En (3z+2)' jexisten dos términos consecutivos con coeficientes iguales?.
Ejercicio 1.12. Determine el coeficiente de z° en (x2 +x+ 3)7.

1

3n 3n
1
Ejercicio 1.13. ;FExiste n € N para que el cuarto término de (a:z + 2) y <;E + 2>
x x

sean iguales?.

2n+1
Ejercicio 1.14. En <w + 2) determine

a) El(los) termino(s) central(es).
b) El coeficiente de z°.
4 2

Ejercicio 1.15. En <a +

14
2 7> determine (si existen)
a

a) el séptimo término,

b) el coeficiente de ab.

(x4 h)* — 2*

Ejercicio 1.16. Determine ’

. {Qué pasa si h es muy pequeno?.

Ejercicio 1.17. En el desarrollo de (3z + 2)!?, ;existiran dos términos consecutivos con
coeficientes iguales?.

Ejercicio 1.18. Pruebe que los coeficientes de 22 y 23 en el desarrollo de (22 + 2z + 2)"

1
son, respectivamente 2" 'n? y gn(n2 —1)2" L
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Ejercicio 1.19. Determine el coeficiente de 1, 2 € RT — {1} en el desarrollo de (1 +

o (14 1)

Ejercicio 1.20. Determine el coeficiente de z*, en el desarrollo de
a) (1—z)(1+2)°.

b) (1+x)(1—ax)"

Ejercicio 1.21. Considere p,q € RT tal que p+q¢ = 1y P(k) = <n>pkq"_k,

k=0,1,...,n. Demuestre que,

a) Y kP(k) =np.
k=0

n

b) Y (k= np)*P(k) = npq.
k=0

1.6. EJERCICIOS DIVERSOS COMPLEMENTARIOS - NATURALES
Ejercicio 1.1. Calcule Y, _, k- k!.

Solucion.

n

Zn:k-k! = > [(k+1)—1]-&
k=1

[(k+1) -kl — k]

3 ol
1= 114 1
— =

[(k + 1)1 — k1],
k=1

notamos que estamos en condiciéon de aplicar la propiedad telescépica de las sumatorias,
obtenemos (n + 1)! — 1!, asi,

D kekl=(n+1)! -1
k=1

Ejercicio 1.2. Demuestre que > ;_, k- k! = (n+ 1)! — 1 se cumple en todo N.

Solucién. Sea P(n): > k-k!=(n+1)! —1.
k=1
Debemos demostrar: a) P(1) es V y b) Si P(r) es V entonces P(r+ 1) es V.
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a) P(1) es verdadero ya que

1
dkekl=1-1=1=01+1)-1=2/—1.
k=1

b) Si P(r) es verdadero, es decir, si y ;_; k- k! = (r +1)! — 1, debemos demostrar que
S kB = (r +2)! — 1. Veamoslo,

r—+1 r r+1
Dhekl=F+2!-1 = > k-kl+ > k&l
k=1 k=1 k=r+1

= (r+DI =1+ +1)(r+1)
(r+1)11+7r+1)-1
(r+2)!—1.

n
Ejercicio 1.3. Calcule In ( II ek>.
k=1

Solucion.

= In(e) +In(e?) 4+ In(e®) + - - - + In(e")
— 142434---+n

n(n+1)

—

Ejercicio 1.4. Demuestre que 3*"*2 + 52"+1 g divisible por 14 para todo natural n.

Solucién. Sea P(n) : 3*"*2 4 527+l = 14y para algiin r € Z.

a) P(1) es verdadero ya que

342 4 521 = 30 4 5% = 729 4 125 = 854 = 14 61.

b) Si P(k) es verdadero, es decir, si 3%%*2 + 52k+1 — 14y, para algin r € Z, debemos
demostrar que 34*k+D+2 4 52(k+1)+1 — 145 para algin s € Z. Vedmoslo,

FAR+D+2 4 52(k+1)41 _ gdk+4+2 | 52k+241 _ g4 gdk+2 | 52 g2k+1
34.3%k+2 | g4 g2kl _ g4 g2+l | g2 52kt
34(34k+2 + 52k+1) _ 56 . 52k+1

3. 14r — 14 -4 . 5% F1

14(3% — 4. 5%+

= 14s,

donde s = 81r — 4 - 52kt ¢ 7.
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Ejercicio 1.5. Calcule

1—1— 1—1—2 + 1+2+3 + 1+2+3+4 + ot 1+2+ —1—99
2 \3 3 4 4 4 5 5 5 5 100 ~ 100 100 /) -
Solucién. Denotemos por S a la suma propuesta, entonces, en realidad es cuestion de

escribir la suma propuesta con los simbolos ya estudiados, tenemos:

100 k—1 . 100 k-1 . 100 100

Yoisi d i (k—1)k k—1 k 99-98
k=2 k k=2 i=1 & k=2 2k k=2 2 k=1 2 4
20 _,
Ejercicio 1.6. Calcule ikill.
k=1
Solucién.
20 2k 1 B 20 2k 1
2_: 4k-1 = k=1 gk—1

La primera sumatoria corresponde a la suma de los %)rimeros 20 términos de una Progre-
sion Geométrica con primer término con valor (%)_ y razén % en tanto que la segunda
sumatoria corresponde a la suma de los primeros 20 términos de una Progresion geométrica
con primer término con valor 1y razén %. Usted puede calcular estas sumas con aplicacién

de la formula .

Na=as
a; = ay .
: ' 1—17r
=1
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1.7. EJERCICIOS PROPUESTOS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 1.1. Calcule log ( 100k> Z log(k). Resp. "("H) —2n — 2log(n!).
k=1

1
Ejercicio 1.2. Calcule Y 3
k

00
gk L Indicacién: Separe y llege a dos P.G.
=1

n
Ejercicio 1.3. Demuestre que > (p? + 1)p! = n(n + 1)! se cumple para todo natural.

p=1

n
Ejercicio 1.4. Calcule ) (\/ k42— \/E) Indicacién: Sume y reste alguna expresion

k=1

adecuada para usar la propiedad telescépica. Resp. vVn +2+vn+1— 2 — 1.
100

Ejercicio 1.5. Calcule [\/k +2- (%)k —Vk+ 1} .
k=5

n

Ejercicio 1.6. Calcule )
k

ﬁ. Resp. 1 —
=1

|
(n+1)
Ejercicio 1.7. Muestre que la suma de los n primeros naturales més n?

es igual a la suma
.. , 3n+1
de los siguientes n naturales. Resp. La suma comun es w

Ejercicio 1.8. Determine z € R para que z,z — 6,z — 8 estén en Progresion Armdnica.
Resp. x = 12.

Ejercicio 1.9. Demuestre que

1 1 1 1 n+1
-] (1==2)(1—-=) - (1-=)=—= > 2.
(=) (=5) (1 55) - (150) = o v

Ejercicio 1.10. Si
kK2 +2k+1 1<k<25

ar = { 2 26 < k <35
1

determine 720 ay.

Ejercicio 1.11. Demuestre que ;" ; (Hl) = (”;2) se cumple para todo valor del natural
n.

Ejercicio 1.12. Usando la propiedad telescépica determine una férmula para las siguien-
tes sumas

a) > k2%, Resp. (n—1)2"! 4 2.
b) 3T k31 Resp. 2nU3HL
k=1

Ejercicio 1.13. Demuestre que > .-, i2" = (n —1)2""! + 2 se cumple para todo valor de
n en los naturales.



