RELACIONES Y FUNCIONES

1.1. DEFINICION Y EJEMPLOS
Definicién 1.1.1. Sean A, B conjuntos, definimos el “par ordenado A coma B”, denotado

(A, B) como el conjunto (A, B) = {{A},{A, B}}.

Observacion 1.1.1. Al elemento A lo llamamos “primer elemento del par ordenado” o
también “abscisa’”.

Al elemento B lo llamamos “segundo elemento del par ordenado” o también “ordena-
da”.

Ejemplo 1.1.1. Es evidente que (2,3) = {{2},{2,3}} # (3,2) = {{3}, {3,2}}.

Definiciéon 1.1.2. Sean A, B conjuntos, definimos el producto cartesiano de A con B
denotado por A x B, como el conjunto tal que

Ax B={(a,b)/ae ANDbeE B}.

Ejemplo 1.1.2. Si A={1,2,3}, B ={3,4} entonces

AxB = {(1,3),(1,4),(2,3), (2,4),(3,3),(3,4)}
BxA = {(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)}.

Observacion 1.1.2.

a) n(Ax B) =n(A)-n(B).

)
b) En general A x B # B x A.
c) AxB=0< (A=0)Vv(B=0).
)

d) AxB#£0 e (A+0)A(B#0).

Definicién 1.1.3. Sean A, B conjuntos, definimos una relaciéon R de A a B como cualquier
subconjunto de A x B.
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Observacion 1.1.3. Nos interesan las relaciones que se determinan mediante cierta ley de
formacién, asi, una relaciéon R de A a B es

RCAxB={(ab)/p((ab))}
donde p((a,b)) es una férmula proposicional dada.
Ejemplo 1.1.3. Considere los conjuntos A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4}, N; determine
por extension las siguientes relaciones
a) R CAxB={(a,b)/a+b es un nimero par}.
b) Ro CAx B={(z,y)/a*>+y*>6}.
¢) R3 C N x N ={(a,b)/a+2b=15}.

ng—y
d) Ry = (xﬁu)/T—l:O

Solucién. Después de realizar A x By N x N obtenemos

Rl = {(171)7(173)7(272)7(274)7(371)7( )}

R2 = {(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),( ) ( ) (3,3)7(3,4)}
Ry = {(1,7),(3,6),(5,5),(7,4),(9,3),(11,2),(13,1)}

R4 = {(1710)7(278)7(376)a(474)7( 72)}

1.2. DOMINIO, RECORRIDO Y RELACION INVERSA

Definicién 1.2.1. Sea R C A x B = {(a,b) / p((a,b))} una relacién, definimos:

a) Dominio de la relacién R, denotado Dom(R), al conjunto tal que
Dom(R) ={a € A/3b € B tal que (a,b) € R}.
b) Recorrido de la relacién R, denotado Rec(R), al conjunto tal que
Rec(R) = {b€ B/Ja € A tal que (a,b) € R}.
c¢) Relacién inversa de R, denotada R~!, al conjunto tal que

R CBxA={(p,q)/(4:p) € R}.

Observacion 1.2.1.

a) El dominio de una relacién es el conjunto formado por las primeras componentes de
los pares de la relacion.
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b) El recorrido de una relacién es el conjunto formado por las segundas componentes
de los pares de la relacion.

c¢) La relacién inversa de una relacién R esta formada por los pares ordenados “recipro-
cos” de los pares ordenados de R.

Ejemplo 1.2.1. En el ejemplo anterior

Dom(R;) = {1,2,3}, Rz_l ={(3,1),(4,1),(2,2),(3,2),(4,2),(1,3),(2,3),(3,3),(4,3)}.

Proposicién 1.2.1. RC A x B = {(a,b) / p((a,b))} una relacion, entonces:
a) (R ' =R,
b) Dom(R) C A, Rec(R)C B.
¢) Dom(R) = Rec (R™'), Rec(R) = Dom (R™1).

La demostracién queda propuesta.

1.3. COMPOSICION DE RELACIONES

Definicion 1.3.1. Sean R C A x B, S C B x C dos relaciones, entonces existe la relacion
compuesta de R con S, denotada S o R tal que

SoRCAxC={(x,2)/3y € B tal que (z,y) € RN (y,z) € S}.

Ejemplo 1.3.1. Sean
RC Ax B=1{(1,a),(2,b),(3,¢),(4,¢)} , SCBxC={(a,z),(ay),(by)}
dos relaciones con A ={1,2,3,4,5}, B=/{a,b,c,d,e}, C={x,y,zw,p}, entonces
a) SoR={(1,2),(Ly),(2,9)}.
b) (SoR)™ ={(2,1), (y, 1), (
¢c) Rt ={(a,1),(b,2),(c,3),(
d) S7' = {(z,a), (y,a), (y,b)}.
e) R71oS™! ={(2,1), (y,1)

y,2)}
c,4)}.

(y,2)}-

Ejemplo 1.3.2. Sean RC Ax B, S C BxC dos relaciones. Demuestre que (SoR)™! =
R 1os— 1L

Solucion. Debemos demostrar:
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a) (SoR)"'CR1toS™ 1
b) R°-loS 1 C(SoR)™ L
a) Sea (r,y) € (S o R)~! debemos demostrar que (x,y) € R~' 0 S~1.

(z,y) € (SoR)™ = (y.2)€SoR
= dm € B tal que (y,m) € RA (m,z) € S
= 3m € B tal que (z,m) € ST' A (m,y) € R}
= (r,y) e RloS™h

b) Sea (a,b) € R~' 0 S~! debemos demostrar que (a,b) € (S o R)~!.

(a,b) e R"'oS™! = 3InecBtalque (a,n) € ST A (n,b) e R7!
= dn € B tal que (b,n) € RA(n,a) € S
= (b,a)e SoR
= (a,b)€(SoR)"L

Ejemplo 1.3.3. Sean A, B, C conjuntos y T C A x B, S C B x C dos relaciones.
Demuestre que

(RUS)oT C(RoT)U(SoT) donde RC B xC.
Solucién. Sea (a,b) € (RUS) o T, debemos demostrar que (a,b) € (RoS)U (SoT).

(a,b) € (RUS)oT = dce Btalque(a,c)eT A(c,b)e RUS
= (a,¢) €T A((c,b) € RV (c,b) € S)
= ((a,c) €T A(e,b) € R)V ((a,¢) € T A(c,b) €5)
= (a,b) e RoTV(a,b)e SoT
= (a,b) € (RoT)U(SoT).

Ejemplo 1.3.4. Sea A un conjunto y considere las relaciones R C A% y Id C A% =
{(z,y) /= =y}. Demuestre que Ro Id = R.

Solucién. Debemos demostrar que: a) RoIld C R, b) RC RoId.

a) Sea (x,z) € Ro Id, debemos demostrar que (z, z) € R.
(x,z) € Rold = Jy € Atal que (z,y) € Id A (y,z) € R, pero (z,y) € Id indica
que z =y, asi, (z,2) € R.

b) Sea (x,z) € R, debemos demostrar que (z,z) € Ro Id.

Sea(z,z) € R, como (z,x) € Id entonces (z,z) € Id A (x,z) € R, de esto tltimo
concluimos que (x,z) € Ro Id.
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1.4. RELACIONES EN UN CONJUNTO

Definicién 1.4.1. Sea A un conjunto. Decimos que la relacién R estd definida en A si
RCAxA.

Definiciéon 1.4.2. Sea R una relacion definida en A, entonces:
a) R es relacion refleja < (a,a) € RVa € A.
b) R es relacién simétrica < (a,b) € R = (b,a) € RV (x,y) € R.
¢) R es relacién transitiva < [(a,b) € RA (b,¢) € R| = (a,c) € RV (z,y) € R.
)

d) R es relacién antisimétrica < [(a,b) € RA (b,a) € R| = (a =b) VY (z,y) € R.

Observacion 1.4.1.

a) Denotamos R C A? en lugar de R C A x A.
b) Si (a,b) € R podemos denotar aRb.

¢) R no es refleja < 3 a € A tal que (a,a) ¢ R.

)
)
)
d) R no es simétrica < (a,b) € RA (b,a) ¢ R.
e) R no es transitiva < (a,b) € RA (b,c) € RA (a,c) ¢ R.
)

f) R no es antisimétrica < (a,b) € RA (b,a) € RA (a # b).

Ejemplo 1.4.1. Sea A = {1,2,3} y R C A% = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),((1,3),(3,3)}.
;Fs R una relacion refleja, simétrica, transitiva, antisimétrica?.

Solucién. Como (a,a) € RVa € A entonces R es relacion refleja.
R no es simétrica ya que (1,3) € RA(3,1) ¢ R.
R es transitiva ya que se verifica la condicion.
R no es antisimétrica ya que (1,2) € RA(2,1) € R pero 1 # 2.

Ejemplo 1.4.2. Sea R una relacion en A. Demuestre que R es simétrica < R = R™!.

Solucion.
=) Si R es simétrica debemos demostrar que R = R™!, es decir, debemos demostrar que

a) RC R7L.

Sea (z,y) € R entonces como R es simétrica concluimos que (y,x) € R, asi, por
definicién de relacién inversa conseguimos (x,y) € R, luego R C R~!.

b) - C R.

Sea (a,b) € R~ entonces (b.a) € Ry como R es simétrica entonces (a,b) € R; asi,
R'CR.



6 UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE, FACULTAD DE CIENCIA

Por a) y b) R= R L.

<) Sabemos que R = R~!, debemos demostrar que R es simétrica.
Sea (a,b) € R entonces (b,a) € R™', como R = R~! entonces (b,a) € R, asi, R es
simétrica.

1.5. RELACION DE ORDEN Y DE EQUIVALENCIA

1.5.1. Relacién de equivalencia

Definicién 1.5.1. Decimos que la relacién R C A? es una relacién de equivalencia en A
siy sélo si R es refleja, simétrica y transitiva.

Ejemplo 1.5.1. En el conjunto de los nimeros reales R definimos la relacion S por:
aSb< Im € Z tal que a = b - 3™, Demuestre que S es una relacion de equivalencia.

Solucién. Debemos demostrar que: a) S es refleja, b) S es simétrica, c) S es transitiva.

a) Como S es refleja si y s6lo si aSa Va € A, es decir, si y s6lo si 3m € Z tal que
a = a-3™" entonces que la igualdad se verifica con m = —1 € Z, concluimos que
S es refleja.

b) Si aSh entonces existe m € Z tal que a = b- 3™+, Debemos demostrar que bSa, es
decir, debemos demostrar que existe m; € Z tal que b = a - 3™ *1,

Como a = b- 3™ entonces b = a - 3™ ! de donde b = a - 3= M2+ i definimos

mi = —(m +2) € Z concluimos que bSa.

c¢) Si aSb A bSc entonces existen mi,mo € Z tal que a = b-3™TL A b = ¢ 3m2Fl
queremos demostrar que aSec, es decir, debemos demostrar que existe msz € Z
tal que a = ¢ - 3™l Resulta natural reemplazar b en a = b - 3™T! obteniendo
a = ¢-3m2tl.gmitl — . 3(mitmatl)+1l ) término ms buscado es mg = mi+ma—+1 €
Z.

Ejemplo 1.5.2. Sea R una relacion definida en N? tal que (a,b)R(c,d) < ad = be.
Demuestre que R es una relacion de equivalencia.

Solucién. Debemos demostrar que
a) R es refleja, es decir, (a,b)R(a,b) ¥ (a,b) € N2.
b) R es simétrica, es decir, (a,b)R(c,d) = (c,d)R(a,b).
c) R es transitiva, es decir, [(a,b)R(c,d) A (¢,d)R(e, )] = (a,b)R(e, f).
a) (a,b)R(a,b) ¥ (a,b) € N? ya que ab = ba, luego, R es refleja.

b) Si (a,b)R(c,d) entonces ad = be, si escribimos la igualdad precedente como cb = da
concluimos que, (¢, d)R(a,b), asi, R es simétrica.
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c) Si (a,b)R(c,d) A (¢,d)R(e, f) entonces (ad = be) A (¢f = de), debemos demostrar
que (a,b)R(e, f), es decir, que af = be.

De la igualdad ad = bc, multiplicando por e obtenemos ade = bce, pero por hipdtesis
tenemos que de = cf, entonces, reemplazando de en ade = bce obtenemos acf = bce
de donde, cancelando, concluimos que af = be.

Ejemplo 1.5.3. Una relacion R definida en A es circular si y solo si (aRbAbRc) = cRa.
Demuestre que R es de equivalencia si y solo si R es refleja y circular.

Solucién.
=) Si R es de equivalencia debemos demostrar que R es refleja y circular. Basta demostrar
que R es circular ya que R es de equivalencia.

Sea aRb A bRc entonces, como R es de equivalencia, en particular es transitiva, asi,
aRbAbRc = aRc; como R es relacion simétrica entonces, de la dltima expresion concluimos
que cRa.

<) Si R es refleja y circular debemos demostrar que R es de equivalencia. Falta
demostrar que R es simétrica y transitiva.

Sea aRb; como R es refleja entonces bRb, asi tenemos, aRb A bRb de donde bRa;
concluimos que R es simétrica.

Sea aRb A bRc entonces, como R es circular conseguimos que cRa de donde, aRc ya
que R es simétrica, asi, R es transitiva.

1.5.2. Clases de equivalencia

Definicién 1.5.2. Sea R una relacién de equivalencia definida en A # ().
Para todo = € A llamamos clase de equivalencia de x segin R al conjunto C, también
denotado T, formado por todos aquellos elementos relacionados con z, es decir

z={ye A/yRx}.

Observacion 1.5.1.
1. A la relacién la podemos denotar por ~.
2. Las clases de equivalencia son no vacias, es decir, T # ) Vx € A.

3. Sia,be T entonces a ~x Ab~ x de donde a ~ b, es decir, todos los elementos de
una clase de equivalencia son equivalentes entre si. Con esto podemos representar la
clase de equivalencia por uno de sus elementos.

4. z=y&x~y.

Definiciéon 1.5.3. El conjunto de las clases de equivalencia segiin R se llama conjunto
cuociente de A por R. Se denota A/R.
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Proposicién 1.5.1. Sea R una relacion de equivalencia definida en A # ), entonces A/R
posee las siguientes propiedades

a) Vi€ A/R, T#0.
b) T€ A/JRNyE A/R, T # 7 entonces TNy = 0.
c) U z=A

ZEA/R

Demostracion.

b) Supongamos T Ny # (), entonces existe z € TN g, asi, z € T A z € F; esto tltimo nos

indica que zRx A zRy, luego, x Ry, de donde T = g, esto constituye una contradiccién
(Observacion 1.5.1, 3.) asi, 2Ny = 0.

c) Ve e A, xezluego {z} Cz C A, asi,

Ejemplo 1.5.4. Sea A = {a,b,c} y R C A% = {(a,a), (b)), (c,c), (b,c), (c,b)} una rela-

cion de equivalencia. Determine

a) La clase de equivalencia de los elementos de A.
b) El conjunto cuociente.

Solucion.

a)

a = {re€A/zRa}={a}
b = {z€A/xRb} = {b,c}
c b.

b) El conjunto cuociente es A/R = {{a},{b,c}} y un sistema de representantes es

S = {a,b}.
Ejemplo 1.5.5. En Z definimos la relacion de equivalencia R por aRb < a®> 4 a = b*> +b.
Determine

a) La clase de equivalencia de los elementos de Z.

b) El conjunto cuociente.
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Solucion.

a)
= {z€Z/a3R0}={reZ/2x*+2=0}={-1,0}=—1
= {ze€Z/aR}={xeZ/x*+r=1"+1}
= {2€Z/2®+2-2=0}={1,-2} ==2
2 = {zeZ/aR2}={aeZ /P +2=22+2}={reZ/a*+2-6=0}
= {2,-31="3
3 = —4

=
|

n = {n,—(n+1)} =—-(n+1).

1.5.3. Relacién de orden

Definicion 1.5.4. Una relacién R definida en el conjunto A es una relacién de orden si y
sOlo si es refleja, transitiva y antisimétrica.

Ejemplo 1.5.6. Son relaciones de orden las siguientes relaciones:
1. La relacion < definida en R.
2. La relacion C en la familia de conjuntos P(A) = {X/X C A}, A un conjunto dado.

3. La relacion R definida en N por aRb < a divide a b, (se puede denotar por alb).

En efecto, como aRb < 3k € N tal que b = ka entonces:
R es refleja ya que ala, esto ultimo puesto que a =1 - a.

R es transitiva ya que si a|lb A blc entonces k1 € N tal que b = kja y Fko € N tal
que ¢ = kob, asi, reemplazando b en ¢ = kab obtenemos ¢ = kakya, esto indica que alc con
koki1 € N.

R es antisimétrica ya que si alb A bla entonces k1 € N tal que b=kia y Fko € N tal
que a = kob, reemplazando b en a = kob obtenemos a = kskia de donde koki = 1, esto
nos indica que k1 = ko = 1 y entonces a = b.

Conjunto parcial y totalmente ordenado

En general, una relacién de orden R definida en un conjunto A no permite ordenar
totalmente los elementos de A ya que, dados a,b € A puede suceder que no se verifique
aRb o bRa, en este caso la relacién es de orden parcial.

Por ejemplo, la relacién de orden anterior es de orden parcial ya que, por ejemplo, 2
no divide a 3.
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Definicion 1.5.5. Una relacién de orden R definida en el conjunto A es de orden total si
a,b € A entonces aRb o bRa.

Ejemplo 1.5.7. En N definimos la relacion T por aTb < In € N tal que a™ = b.

a) Demuestre que T es una relacion de orden.

b) ;Es T un orden total?.

Solucion.

a) Para que T sea una relacién de orden debe cumplir

i)
ii)
iii)
i)
ii)

iii)

aTa, Va e N. Refleja.
[aTb A bT'c] = aTc. Transitiva.
[aTb A bTal = a = b. Antisimétrica.

aTa ya que a' =a, 1 € N.

Si aTb A bT'c entonces existen n,m € N tal que a” = by b"™ = ¢; debemos
demostrar que existe p € N tal que o = c.

Reemplazando b = a" en ¢ = b™ obtenemos ¢ = (a")™ = a™, con p =nm € N

se cumple.
Si aTb A bTa entonces existen n,m € N tal que a’* = by 0" = a, reemplazando

b = a" en la segunda igualdad obtenemos a™" = a de donde nm = 1, asi,
n = m. Esto indica que a = b.

b) La relacién T no es de orden total ya que, por ejemplo, 2 no esta relacionado con 3
(no existe n € N tal que 2" = 3).

Congruencia médulo m

Definicién 1.5.6. Seam € Z*; a,b € Z se dicen congruentes mdédulo m, lo que se denota,
a = b(mod m) si y sélo si a — b es multiplo de m, es decir

a = b(modm) < dp € Z tal que a — b = mp.

Observacion 1.5.2.

1. La relaciéon de congruencia en el conjunto de los enteros para un médulo fijo m es
una relacién de equivalencia.

2. Esta
a =

relacion de equivalencia es compatible con la adicién y multiplicacién, es decir
b(mod m) A ¢ = d(modm) entonces a + ¢ = b+ d(modm) y ademés ac =

bd(mod m).
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3. a=b(modm) < a—b=mpemZ={0,+m,+2m,£3m,...}.

Ejemplo 1.5.8. Es inmediato que 4 = 16(mod 3); —5 = 30(mod 7); —8 = —30(mod 11).

Enunciaremos el siguiente Algoritmo de Euclides sélo para demostrar los Teoremas
que daremos a continuacion.

Algoritmo de Euclides

Sean m,n € Z* U {0} entonces existen, de manera tnica, ¢, € ZT U {0} tal que
n=qm+r donde 0 < r < m.

Teorema 1.5.1. Sea m € Z+, entonces cualquier n € Z es congruente médulo m a uno
y solo uno de los enteros 0,1,2,3,...,m — 1.

Demostracion. Sea n € Z, debemos demostrar que n no puede ser congruente médulo m
a dos enteros a,b € {0,1,2,...,m — 1}.
Supongamos que n = a(mod m) y n = b(mod m), entonces a = b(mod m).

Sia>bentoncesa—b>0ya—b<m-—1yaquea,be {0,1,2,...,m — 1}, es decir,
0 <a—b< m—1de esto concluimos que m no divide a a — b, asi, @ no es congruente
modulo m con b(contradiccién).

Consideremos ahora un n cualquiera donde n =0, n > 0, n < 0.
Si n = 0 entonces n = 0(mod m).

Sin > 0 entonces existen tnicos ¢, r tal que n = gm+r; 0 <r < m,luego0 <r < m—1
de donde n = r(mod m).

Sin < 0 consideramos n+ km > 0, para algin k (por ejemplo k = —n+ 1) y aplicamos
la demostracion del caso anterior. O

Ejemplo 1.5.9. n € Z es congruente modulo 3 a uno y sélo uno de los enteros 0,1, 2,
y para verificar basta con dividir por 3 (Algoritmo de Euclides), asi, por ejemplo 4589 =
2(mod 3) ya que 4589 = 1529 - 3 + 2.

Definicion 1.5.7. Se llama clases residuales modulo m a aquellas m clases que contienen
todos los enteros que son congruentes médulo m a uno de los enteros 0,1,2,3,...,m — 1.

Ejemplo 1.5.10. Para m = 3 se tienen 8 clases residuales formadas por los enteros
congruentes a 0, 1,2 respectivamente

...,—6,-3,0,3,6,9,12,...
., —5,-2,1,4,7,10,13, ...
o, —4,-1,2,5,11,14,...
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Teorema 1.5.2. Dos enteros a,b son congruentes modulo m si y solo si dan el mismo
resto al dividirlos por m.

Demostracion. =) Supongamos que al dividir b por m se obtiene b = gm +r, r < m.
Por hipétesis a = b(mod m) es decir, a — b = mp, de donde a = b+ mp, reemplazando
b obtenemos a = gm + r +mp = (¢ + p)m + r.

<) Supongamos que a = gym + 1, b = gam + r entonces a — b = (q1 — g2)m, asi,
a = b(mod m). O

Observacion 1.5.3. La relaciéon de congruencia moédulo m fijo determina una particiéon del
conjunto Z en clases de equivalencia y el conjunto cuociente lo denotamos Z,,.

Ejemplo 1.5.11. Determine las clases de equivalencia por la congruencia modulo 5.

Solucion.

0 = {zeZ/0~a}={xe€Z/c—-0=0k}={xeZ/x=>5k keZ}

= {...,-10,-5,0,5,10,...}
1 = {zeZ/1l~a}={ze€Z/x—-1=bk}={zxeZ/x=5k+1, ke Z}
{...,—9,-4,1,6,11,...}
2 = {xeZ/2~z}={xeZ/x—-2=5bk}={xeZ/x=5k+2, ke Z}
{..,-8-3,2,7,12,...}
3 = {zeZ/3~za}t={xecZ/x-3=bk}={xecZ/x=5k+3, keZ}
(.., —7,-2,3,8,13,...}
4 = {veZ/d~ax}={veZ/x—-4=5bk}={veZ/x=50k+4, ke Z}
= {..,-6,-1,4,9,14,.. )

asi, Zs = {0,1,2,3,4} = {0,1,2,3,4}.

Definicién 1.5.8. Sean a,b € Z,,, donde a,b son representantes cualesquiera de a@,b
respectivamente, entonces a + b es la clase residual médulo m que contiene a a + b (esto
se puede hacer con cualquier elemento de a,b).

Ejemplo 1.5.12. Determine la tabla de doble entrada de (Zs,+).

Solucién. Z3 posee los elementos 0, 1,2 donde
— {...,-3,0,3,6,9,12,...}

{...,=2,1,4,7,10,13,...}
= {..,-1,2,5,811,114,.. .}

NI = O
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La tabla que obtenemos es

ol i O 4
oI = oIl O
—Il Ol NI DI

Ol DI =1 =]

donde, para calcular 1+ 2, sumamos, por ejemplo, 1+2 = 3 y como 3 = 0(mod 3) entonces
1+2=0.

1.6. EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.1. Sean A, B, C conjuntos cualesquiera. Demuestre
a) n(A x B) =n(A)-n(B).

b) AxB=0& (A=0Vv B=0).

d

)
)

c) ACB=AxCCBxC(C,VC.
) Ax(B-C)=AxB—-AxC.
)

e) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC).

Ejercicio 1.2. Considere las siguientes relaciones

Ry = {(a,b) € A*/a=0b} con A={1,2,3}

Ry = {(z,y) € N*/2z+y =9}

Ry = {(a,b) € A* /a divide a b} si A= {1,2,3,4,5}
Ry = {(v,y) € A /2y >0} si A={-2,-1,0,1,2,3}
Bs = {(ab) € A?/a®+0% >3} s A={-1,0.1,2,3}

a) Determine por extensién la relacién R;, i = 1,2,3,4,5.
b) Determine Dom(R;), Rec(R;).

¢) Determine por extensién R} .

Ejercicio 1.3. Sea R C A x B = {(z,y) / p(z,y)} una relacién. Demuestre que
a) Dom(R) C A, Rec(R)C B.
b) (R =R,

¢) Dom (R™') = Rec(R), Rec(R™') = Dom(R).
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Ejercicio 1.4. Considere las relaciones R C Ax B, S C BxC. Demuestre que (SoR)~! =
R 1os™ 1

Ejercicio 1.5. Sean las relaciones definidas en R,

R=A{(z,y)/y=20} , S={(a,y)/y=22"}.
Determine
a) SoR.
b) RoS.

Ejercicio 1.6. Considere las siguientes relaciones definidas en Z

Ry = {(a,b)/a=10b%}

Ry = {(a.b)/a+a®=b+0b"}

Rs = {(z,y)/x — y es multiplo de 3}

Ry = {(a,b)/3Im € Z tal que a = mb}
Rs = {(a,b)/3k € Z tal que a — b = 2k}

Determine cuales de las relaciones planteadas son: reflejas, simétricas, antisimétricas, tran-
sitivas.

Ejercicio 1.7. Si R es una relacién en A tal que R es transitiva demuestre que R™!
también es transitiva.

Ejercicio 1.8. Sea R C A?. Demuestre que R es simétrica <& R~! = R.

Ejercicio 1.9. Sea R una relacién en A. Demuestre que R es refleja & D C RA D =

{(a,a)/a € A}.

Ejercicio 1.10. Demuestre que las siguientes relaciones definidas son relaciones de equi-
valencia,

Ry C R? tal que aR1b < 3k € Z tal que a — b = 2k.

Ry definida en Q7 tal que aReb < In € Z tal que a — b = 4n.

Ejercicio 1.11. En Z definimos la relacién R tal que aRb < In € N U {0} tal que
b — a = n. Demuestre que R es una relacién de orden. ;Es R un orden total?. Justifique.
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Ejercicio 1.12. En N definimos la relaciéon T tal que aTh < dn € N tal que a™ = b.
Demuestre que R es una relaciéon de orden. jFEs R un orden total?. Justifique.

Ejercicio 1.13. En la familia de conjuntos A definimos la relacién C.
a) Demuestre que R es una relacién de orden.
b) (Es R un orden total?. Justifique.

c) SiA={X/X C A} con A ={1,2,3,4}, verifique lo demostrado en a) y b).

Ejercicio 1.14. Si R es una relacién de orden en A y S es una relaciéon de orden en B
demuestre que la relacién T' definida en A x B tal que (a,b)T(c,d) < aRc A bSd es de
orden.

Ejercicio 1.15. Sean R; C A%, Ry C B? relaciones de orden y R3 una relacién definida
en A x B tal que (a,b)R3(c,d) < aRjic A bRad. Demuestre que R3 es relacion de orden.

Ejercicio 1.16. Sea R una relacién en A. Decimos que R es conexa < Vzx,y € A :
aRbV bRa. Demuestre que si R es simétrica, transitiva y conexa entonces R es relacién de
equivalencia.

Ejercicio 1.17. Sea z la clase de equivalencia de = segin R, donde R es la relacién de
equivalencia (también denotada ~) definida en el conjunto A # ). Demuestre que

a) T #0, Vz.
b) Todos los elementos de una clase de equivalencia R son equivalentes R entre si.

) T=ySx~y.

Ejercicio 1.18. Sea A/R el conjunto cuociente de A por R donde, R es una relacién de
equivalencia definida en el conjunto A # (). Demuestre que

a) Vze A/R, T #0.
b) Z€ A/RANy € A/R, T # j entonces TNy = .
c) U =A

Z€EA/R

Ejercicio 1.19. Sea m € ZT; a,b € Z se dicen congruentes modulo m lo que denotamos
a = b(mod m) o simplemente a = b(m) si y sélo si a — b es multiplo de m, es decir

a=b(m) < dp e Z tal que a — b =pm.

Demuestre que la relacion de congruencia definida en los niimeros enteros para un moédulo
m fijo es una relacion de equivalencia.
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Ejercicio 1.20. Determine Z3, la clase de equivalencia por la congruencia médulo 3.

Ejercicio 1.21. Sea A = {a,b,c} y R C A% = {(a,a), (b,b), (c,c), (b,c), (c,b)}.

a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

b) Determine a, b, ¢.

c¢) Determine A/R.

1.7. FUNCIONES

Uno de los mas importantes conceptos en Matematica se refiere a un tipo particular
de relacién entre elementos de dos conjuntos; las funciones.

Una funcién expresa la idea de una cantidad que depende de otra u otras cantidades,
por ejemplo podemos afirmar que el area de un cuadrado depende o es funcién de la longi-
tud del lado de éste; si al area lo denotamos por A y la longitud del lado lo denotamos por
[ entonces podemos escribir A = f(), y en éste caso particular, la expresién matemética
es A(l) = I?; el volumen V de un cilindro recto depende, es funcién, del radio basal 7 y de
altura h, lo que escribimos V = f(r, h) y la expresién matemética es V (r, h) = mr2h.

En matematica designamos a la variable independiente por x o por zi,xo,...,T, a
las eventuales variables independientes que explican el comportamiento de la variable
dependiente y, escribiendo y = f(z) o y = f(z1,z2,...,Ty,) respectivamente.

En la presente seccién estudiaremos funciones con una unica variable independiente,
la funcién inversa y composicién de funciones.

1.7.1. Definicion de funcién

Una funcién f definida en el conjunto A con imagen en el conjunto B es toda relacion
f € A x B tal que a cada elemento x de A le hace corresponder un unico elemento y del
conjunto B.

Observacion 1.7.1.
1. f C Ax B esuna funcién de A a B siy sélosi Vo € A3ly € B tal que y = f(x).
2. f € A x B es funcién

@{Dom(f)zA
(z,9) € fA(z,2)€Efl=y=2

3. También se puede denotar a la funcién f por f : A — B tal que y = f(x) o por
f+A—B.

4. y = f(z) se lee “y es la imagen de x por f”.
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5. y=[f(z) = (r,y) € f.

Ejemplo 1.7.1. Sean A = {a,b,c}, B = {d,e, f,g} entonces las siguientes relaciones de
A a B son funciones de A a B

1= {(avd)7 (b7 6)7 (Ca f)} , fa= {(avd)7 (bv d)’ (C, d)}

Ejemplo 1.7.2. Sea f C AXR = {(2,5a +2), (4,a), (4,2a + 1), (7,2a* — 1)} una relacién
donde A ={2,4,7}. Determine a € R para que f sea funcion.

Solucién. Para que f sea funcidn, el elemento 4 debe tener una tnica imagen, asi se debe
cumplir que a = 2a + 1, es decir, a = —1.
La funcién es f = {(2,-3),(4,—1),(7,1)}.

Ejemplo 1.7.3. Demuestre que la relacion f C R x R = {(x,y) / 2z + 3y = 6} es una
funcion.

Solucion.
Debemos demostrar
a) Dom(f)=R.

Como Dom(f) = {x € R/Jy € R tal que y = f(z)} C R basta con demostrar que
R C Dom(f).

Sea x € R, debemos demostrar que existe y € R tal que y = f(z); tal y podemos
despejarlo de 2z + 3y = 6, obtenemos y = f(x) = 6}2"” € R (ya que = € R).

b) [(z,y) € fA(2,2) € fl=y =2

Si[(x,y) € fA(x,z) € f] entonces (22 + 3y = 6) A (2z+ 3z = 6), es decir 2z + 3y =
2x + 3z, de donde y = 2.

r—

Ejemplo 1.7.4. Sea f C AXR = {(z,y) Jy=f(x)= L"';}, A C R una funcién. Deter-

mine el conjunto mds grande que sirve como dominio A y como recorrido.

Solucién.

Como Dom(f) ={zx € A/JyeRtalquey = f(z) CR} y y = f(z) = Z£L entonces
Dom(f) =R —{2}.

Como Rec(f) = {y € R/3z € R— {2} tal que y = f(z)}, despejando z de y = Lt
obtenemos y(z —2) = x + 1, es decir, yr —z = 1 — 2y, esto indica que z(y — 1) =1 — 2y

de tal manera que = = 1y—_21y € R si y # 1, asi entonces, el médximo recorrido de f es
Rec(f) =R —{1}.
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1.7.2. Operaciones con funciones

Definicién 1.7.1. Sean f,g dos funciones tal que Dom(f), Dom(g) son sus respectivos
dominios, entonces definimos las funciéon suma, denotada f + g, tal que

i) Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g).

i) (f+9)(x) = fz) + g(2).

Observacion 1.7.2.

1. De manera mas simplificada definimos la suma de las funciones f, g por
f+g=A f(x) +9(x)) /x € Dom(f) N Dom(g)} .

2. Andlogamente definimos las siguientes funciones

f—g={(z, f(x) —g(x)) /x € Dom(f) N Dom(g)}; Funcién Diferencia.
f-g=A(z, f(x)-g(x))/x € Dom(f) N Dom(g)}; Funcién Producto.
" =A{(z, f"(z)) /x € Dom(f)}, n € N; Funcién Potencia.

cf = {(z,cf(x)) /x € Dom(f)}, ¢ = C*; Funcién Ponderada.

Ejemplo 1.7.5. Considere las funciones

f:{(173)7(2’6)7(478)’(672)} ) gZ{(O, 1)’(172)7(27_1)’(475)’(770)}'

Como Dom(f) = {1,2,4,6}, Dom(g) = {0,1,2,4,7} entonces Dom(f) N Dom(g) =
{1,2,4}, de donde

f+g = {(1>5>a(275)7(4713)}
f9 = {(176)a(27_6)7(4740)}'

1.7.3. Funcion Inversa
Funcién Inyectiva

Definicién 1.7.2. Decimos que la funcién f : A — B es inyectiva o uno a uno si y sélo si

x1 # x9 = f(x1) # f(22), V1,20 € A.

Observacion 1.7.3. Usando la “contrapositiva” tenemos que la funcién

f:A— Besinyectiva < [f(x1) = f(z2) = 21 = x2], V1,22 € A.
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Ejemplo 1.7.6. Considere la funcién f : R — {1} — R — {2} tal que f(z) = 2t3,
demuestre que f es inyectiva.

Solucién.

Debemos demostrar que f(a) = f(b) = a =0, Va,be R—{1}.

fla) = f(b) = 23 = 243 — (244 3)(b—1) = (2b+3)(a— 1), con un poco de trabajo
algebraico concluimos que a = b.

Ejemplo 1.7.7. Demuestre que la funcion f : (—oo,—1) — R tal que

f(z) =1— V2?2 —4x — 5 es inyectiva.

Solucién.

Para que lo sea se debe cumplir que f(a) = f(b) = a=0b, YVa,b € (—o0,—1).

Como f(z)=1—-Va22 -4z —5=1—Va2—4r+4—-9=1—/(z —2)?2 — 9 entonces
fla) = f(b) = 1—+/(a—2)2-9=1—/(b—2)%2 -9, asi, cancelando el 1 y elevando
al cuadrado (note que la cantidad subradical es no negativa) obtenemos (a — 2)? — 9 =
(b—2)2—9, es decir, (a—2)? = (b—2)?; al extraer raiz cuadrada conseguimos |a—2| = [b—2|
de donde 2 — ¢ = 2 — b y finalmente a = b.

Conjunto Imagen

Definiciéon 1.7.3. Sea f : A — B una funcién, y F C A, definimos la imagen de E por
f, denotada f(E) como el conjunto tal que f(E) ={y € B/3z € E tal que y = f(z)}.

Ejemplo 1.7.8. Considere la funcion f : [=5,00) — R tal que f(x) = /x + 5. Determine
f(E) si E=(—1,20].

Solucién.

Debemos determinar todos los valores de y = f(x) = V& + 5 tal que = € (—1,20]. Si
x € (—1,20] entonces —1 < z < 20, de aqui, 4 < x + 5 < 25 de tal manera que, al extraer
raiz cuadrada obtenemos 2 < v/x + 5 < 5, finalmente

J(B) = {f(x) [z € E} = (2,5] CR.

El problema anterior también se puede solucionar de la siguiente manera; como lo
que deseamos es determinar el conjunto que valores que toma y = f(x) = /= + 5 cuando
x € (—1,20], entonces podemos despejar z, obteniendo z = y2—5. Imponiendo la condicién
conseguimos —1 < y? — 5 < 20 asi, 4 < y? < 25 de donde 2 < y < 5.

Funcién Sobreyectiva

Definicién 1.7.4. Decimos que la funcién f : A — B es sobreyectiva si y sélo Vy €
B3ix € A tal que y = f(z).

Observacion 1.7.4. 1. La funcién f : A — B es sobreyectiva si y sélo si “todos los
elementos del conjunto B son imagen de algtin elemento de A”.
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2. La funcién f: A — B es sobreyectiva si y sélo si Rec(f) = B.

Ejemplo 1.7.9. Demuestre que la funcion f : [0,2) — (—00,0] tal que f(z) = ;%5 es
sobreyectiva.

Solucién.
Debemos verificar que Rec(f) = (—o0,0], despejemos z de y = —%5; tenemos:

T 2
y:7:>xy—2y:x$x:7y,y7§1;
2 y—1

como z € [0,2) entonces 0 < % < 2.
La solucién de esta inecuacién es (—o0, 0], asi Rec(f) = (—o0,0].

Ejemplo 1.7.10. Si la funcion f: R — B C R tal que f(x) = |z — 2| — x es sobreyectiva,
determine el conjunto B.

Solucién.
Observe que z € Ry que la funcién involucra a |z — 2|, esto nos sugiere considerar dos
casos: a) ' < 2, b) x> 2.

a) r<2=12-2<0=|z—-2/=2—x,asi f(z)=|r—2|—2=2—-22> -2 yaque
r<2=—-xr>-2=-2r>-4=2—-2x> -2 de donde f(z) € (—2,00).

b)x>2=2-2>0=|z—2|=z—-2,as{ f(x)=|z—2|—z=2—-2—2=—-2¢€ {-2}.

Por a) y b) Rec(f) ={f(z) /z € R} = (—2,00) U{—-2} =[-2,00) = B.

Funcién Inversa, Teoremas
Funcién inversa

Si f C A x B es una relacién, sabemos que existe la relacién inversa f~! C B x A;
cuando f C A x B es funcién, no estamos seguros de que f~' C B x A sea también una
funcién, el siguiente teorema regula la situacién planteada, nos indica que la funcién f
debe ser inyectiva y sobreyectiva, es decir, debe ser biyectiva.

Teorema 1.7.1. Sea f: A — B tal que y = f(x) una funcion, entonces f~1: B — A es
funcion & f: A — B es biyectiva.

Demostracion.
<) Debemos demostrar: a) Dom (f~') = B, b) [(a,b) € f"'A(a,c) € f7H] =b=c

a) Dom (f~1) = Rec(f) = B ya que [ es sobreyectiva.

b) [(a,b) € ftA(a,c) € f_l} = [(b.a) € fA(c,a) € f] = [f(b)=aA f(c)=a] =
f(b) = f(c) = b= cyaque f es inyectiva.



HERALDO GONZALEZ SERRANO 21

=) Queda propuesta. O

Observacion 1.7.5. Dada la funcién biyectiva f : A — B tal que y = f(x), nos debe
interesar determinar la expresién funcional de la funcién inversa, es decir, determinar
f~Y(z), tenemos

y=fl@)= @y ef=r)ef =fy=
Es decir, despejamos x de y = f(x) y en ésta tdltima expresién reemplazamos y por x.

Ejemplo 1.7.11. Considere la funcion biyectiva f : R — {1} — R — {2} tal que f(z) =

2243 o -1
=22 - determine 1 (x).

Solucién. De f(z) =y = 2 tenemos yr —y = 2z + 3 de donde & = L,

x:f_l(y):%gdedondevf DiR - {2} = R — {1} tal que f~'(z) = 2£3.

asi entonces

Ejemplo 1.7.12. Considere la funcién f : A C R — B C R tal que f(z) = 322 + 6,
x < 0. Determine la funcion inversa de f.

Solucién. Para que exista f~', la funcién f debe ser biyectiva. f es inyectiva ya que
f(z1) = f(z2) = 323+ 6 = 323 + 6 = 2} = 23, extrayendo raiz cuadrada obtenemos
|x1] = |x2|, asi, —z1 = —x9 de donde —z1 = —x9.

Ahora debemos determinar Rec(f) de tal manera que f~! : Rec(f) — R~ U {0} sea
funcién.

Si 2 < 0 entonces 22 > 0 asi y = f(x) = 32? + 6 > 6, concluimos que Rec(f) = [6,00)
y f71:[6,00) = R~ U {0} es funcién.

Determinemos, finalmente, f~1(z).

De y = 32% + 6 obtenemos 2?2 = L= 6 de donde z = —y/“=%, entonces f~! : [6,00) —
R~ U {0} tal que f~1(z) = — 13;6.

1.7.4. Composicién de funciones

Definicién 1.7.5. Sean f, g dos funciones tal que Dom(f), Dom(g) son sus respectivos
dominios entonces definimos las funcién compuesta de f con g, denotada f o g, a aquella
tal que

L. Dom(f o g) = {x € Dom(g) / g(x) € Dom(f)} = Dom(g) N {z/g(x) € Dom(f)}.
2. (fog)(x) = f(g(x)).

Observacion 1.7.6. Podemos denotar, mas simple fog = {(z, f(9(z))) /x € Dom(f o g)}.

Ejemplo 1.7.13. Considere las funciones f : R — R tal que f(z) = 2%, g = {(4,2),(9,1)}.
Determine go f.
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Solucién. En primer lugar determinemos Dom(g o f).
Doml o f) = {z & Dom([) (x) € Dom(a)} = {x € B/* € {4,9}}, asi a* = 4
indica que x = +2 y 22 = 9 indica que x = 3, es demr Dom(go f) ={-3,-2,2,3}.

Ahora, como go f = {(z,9(f(x)))/x € {—3,-2,2,3}} entonces

gof= {(_Ba 1)’ (_2’ 2)’ (27 2)a (33 1)} :

Ejemplo 1.7.14. Considere las funciones f : R - R, g : R — R tal que f(x+1) = 2x+5,
g(x) = 3z — 2. Determine (f o g)(z).

Solucién. Sixz + 1 = p entonces x = p — 1 de donde, la expresién f(zx + 1) = 2z + 5 se
convierte en f(p) =2(p—1)+5=2p+ 3, es decir f(z) =2z + 3.

Por otro lado Dom(f o g) = {x € Dom(g) / g(z) € Dom(f)} = {x e R/3x — 2 € R}
asi, (fog)(x) = f(g(z)) = fBx —2) =23z —2) +3 =6z — 1.

Ejemplo 1.7.15. Considere las funciones f, g tal que f(x) = x?; g(x) =ax+1,a >0 con
dominio real apropiado para que ambas sean biyectivas. Si (f~1og™1)(2) = %, determine

(9o f)(=2).

Solucién. Como y = f(z) = 22 entonces x = \f de donde f~1(x) = /.
Como y = g(x) = ax + 1 entonces x = ¥— L de donde g7 (z) = z=1
Imponiendo la condicién tenemos

[\G][eV]

—~
I
—
o
)
—
~—
—~
[\V][oV]
~—
I
I
—
—~
Q\
—
—~
IJ[GY)
SN—"
~—
I
I
—
—~
gl
~—
I
&
S|
I
|

de donde el valor de a es a = 2, asi, g(x) = 2x + 1.

Finalmente, (g0 f)(—2) = g(f(~2)) = g(4) = 9.
1.8. EJERCICIOS PROPUESTOS
Ejercicio 1.1. Sean

A:{17273} ) B:{37475} ’ f:{(1,3),(2,4),(a,b)} ) g:{(373)7(274)(07d)}7

funciones de A a B. Si f(z) # x, Vx € A, Rec(f) # B, g(1) = 3, determine el valor de
(b—a)+ (c—d).

Resp. —1.

Ejercicio 1.2. Sea f: N — R una funcién tal que

f(a:):{l S%xes?ar

—1 six esimpar

i Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
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a) f(2x) + f(3y) =0 = x es par Ay es impar .
b) f(x)f(y) =-2, Vo,y e N.
c¢) Existe un tnico natural n tal que f(nz) = nf(z).

Resp. c.

Ejercicio 1.3. Determine a,b € R para que
f=1{(1,8),(2,-3),(L,a® + %), (~1,a +b), (@’ + b,a), (b +a,b) }
sea funcion.

Resp. (a=2Ab=2)V(a=—-2Ab=—-2).

Ejercicio 1.4. Sea A = {p/p es una proposicién}. Definimos una funcién f : A — R por

1 sipesV
f(p)_{o sipesF

Demuestre
a) f(pVaq) = fp)+ fl@)—f)f(a)
b) f(~p)=1-f(p).
¢) f(~pVvag)=1-f(p)f(~q)=1-f(p)+ f(p)f(a)

Ejercicio 1.5. Considere las funciones reales f, g tal que f(x) = 2% + 2, g(z + 1) = 22.
Determine f((z — 1)?) — 6g(x).

Resp. (z — 1)%(z — 3)(x + 1).

Ejercicio 1.6. Sean f, g funciones reales definidas por f(z) = ax + b, g(x) = cx + d;
a,b,c,d € R; a,b# 0. {Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

fle+y)=flz)+ fly) & b=0.
(f9)(@) =2* + (b+d)z +bd = ¢ = 1.

a

b

¢) (f+g9)(z)=b+dsa=—c

)
)
)
)

)
d) f(g(x)) = acx + ad.
)-

Resp. a) y ¢

Ejercicio 1.7. Sea f: R — R una funcién tal que f(z) =ax +0b, a,b € R. Si f(x +y) =
flx)+ f(y), Vo,y e Rysi f(—2) = —6, determine a y b.
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Resp. a =3, b= 0.

Ejercicio 1.8. Sea f : (—o0,0] — R una funcién tal que f(x) = 22 — 3. Demuestre que f
es inyectiva.

Ejercicio 1.9. Considere las funciones reales f, g tal que f(z+1) = ax+b, g(z) =z -,
a,b € R—{0}. Si fog=go f, determine el valor de b(a — 1).

Resp. 0.
Ejercicio 1.10. Si f : R — R una funcién tal que f(z +7) = f(z) + f(7) Vz € Ry
f(0) = 0. Verifique que

a) f(=7)=—f(7).

Ejercicio 1.11. Sean f, g funciones reales definidas por f(z) = Vv + 4, x € [0,6]; g(x) =
2?4+ 2, 2 € [~1, 3], determine las funciones fogy go f.

Resp. (fog)(x) =Va?2+6,xz€[-1,2]; (go f)(z)=x+6,x€]0,5]

Ejercicio 1.12. Sean f, g funciones reales definidas por f(z) = ﬁ, x> 3;g(x) = me—“,

T > % Determine fogy go f.

Resp. (fog)(x) =z, z € [%, 1], (go f)(z) ==x, x € [3,4].

Ejercicio 1.13. Sean f, g funciones reales tales que f(z) = 22, < 0; determine g(z) si
flg(z)) = 42% — 122 + 9.

Resp. g(z) = —[2z — 3]

Ejercicio 1.14. Sean f, g funciones reales tales que f(z —2) =2?> + 2+ 1, g(z —a) = z.
Determine a € R de modo que (fog)(2) =(go f)(a—2).

—_2
Resp. a = —=.

Ejercicio 1.15. Si f: X — Y es funcién, A, B C Y demuestre que

a) f(AUB) = f(A)U f(B).
b) f(ANB) C f(A)N f(B).
) fFHAUB) = fH AU Y(B).
d) fTHANB) = AN fH(B).
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Ejercicio 1.16. Hallar a,b € R para que la funcién f : [b,—2] — [a, —i] sea biyectiva,
donde f(z) = WIJFG.
Resp. a = —é, b= -5.

Ejercicio 1.17. Si f : ACR — B C R es una funcién tal que f(x+5) = z—iQ, determine

el valor de = que satisface la relacion (f~!o f)(%) =2.

Resp. A =R — {3}, B = Rec(f) =R — {0}, x = 2.

Ejercicio 1.18. Sea f : [0,00) — {2} — R una funcién tal que f(x) =
que f es inyectiva.

—*¥—. Demuestre
x?—4

Ejercicio 1.19. Sea f una funcién biyectiva tal que f~!(z) = 2z +2b, b # 0; f~1(3b) =
f(10)
f=110)-

2b2, determine

Resp. 2—18.



