NOCIONES ELEMENTALES DE LOGICA
MATEMATICA

Estudiaremos brevemente un lenguaje no contradictorio ni ambivalente que nos per-
mitird introducirnos a la Matemadtica: la Logica Matemadtica, que estudia las leyes que
regulan el razonamiento.

Por fines didacticos la dividimos en

a) légica proposicional,

b) légica funcional.

1.1. LOGICA PROPOSICIONAL

En la légica proposicional consideraremos dos elementos béasicos: Proposiciones, Co-
nectivos.

1.1.1. Proposiciones

Son “frases” sobre las cuales podemos decidir, univocamente, sobre la verdad (V') o
falsedad (F') de ellas.

Asi entonces, una proposicién es una frase que es V o F, no existiendo la posibilidad
de obtener ambas decisiones conjuntamente (Principio del tercero excluido).

Las proposiciones las denotamos por letras minusculas p, ¢, r, etc., que resumirdn, en
si mismo, el significado particular que tengan al interior de una situacion concreta.

Ejemplo 1.1.1.

1. “p” resumird, al interior de éste ejemplo, a la proposicion: “Hoy es Martes 10 de
Mayo “, y denotamos p: “Hoy es Martes 10 de Mayo”.

2. Las siguientes “frases” som proposiciones:

g : z+4=9 yx=5(es V)

r : Siz es un ndmero real, entonces su cuadrado es no negativo (es V).

Observacion 1.1.1. No son proposiciones los interrogativos y los imperativos.
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1.1.2. Conectivos

Simbolos que, junto con las proposiciones bésicas, nos permiten crear nuevas proposi-
ciones, son:

~: se lee “no”,

A: se lee “y”,

V: se lee “y/o”,

=: se lee “ .. implica ...” ¢ “si, ... entonces, ...”,
& ose lee “. . equivalente con ...”.

Observacion 1.1.2. El conectivo “~” se usa antes de una proposicién, y los restantes
conectivos se usan entre dos proposiciones.

Ejemplo 1.1.2. Sip, q, r son proposiciones, entonces también son proposiciones:
1. ~p
2. pNq
3. pVgq
4. P=q
9. p&gq
6. pA(gVr)

7 A(~p)AlgVr)l =g

1.1.3. Tablas de Verdad

Las proposiciones compuestas, es decir, aquellas que contienen al menos un conectivo,
tienen, naturalmente, un valor veritativo, y para las proposiciones compuestas basicas ese
valor veritativo lo damos en las siguientes “tablas de verdad”.

Tabla de Verdad de la Negacién (~)

[{3ee}]

Dada la proposicién béasica “p” , existe la negacién de ella, denotada ~ p, que se lee
“no p”, proposicién que tiene la siguiente tabla de verdad.

p ~p
|4 F
F |4
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Observacion 1.1.3. Es claro que el valor veritativo de ~ p es el contrario de p. Por ejemplo,

si “p” es

p: “Hoy llueve”
es verdadero entonces ~ p es
~ p: “Hoy no llueve”
es falso.

Tabla de Verdad de la Conjuncién (A)

[19eeli [P}

Dadas las proposiciones “p”, “q”, existe la conjuncion de ellas, denotada p A ¢, que se
lee “p y q”, proposicién tal que su tabla de verdad es

pPAq

SIISIRSIRSIES
| < | <=
SIESTESIRS(PS

Observacion 1.1.4. La conjuncion es verdadera sélo si las proposiciones que la componen
lo son.

Tabla de Verdad de la Disyuncién (V)

({398} ] (1%}

Dadas las proposiciones “p”, “q” existe la disyuncién de ellas, denotada p V g que se
lee “p 0 ¢”, proposicion tal que su tabla de verdad es

pvyg

| <SS
o< | e
< S| S<
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Observacion 1.1.5.

1. La disyuncién es verdadera siempre, menos cuando las proposiciones que la compo-
nen son ambas falsas.

2. La disyuncién presentada es incluyente, es decir, admite como verdadera a la pro-
posicién p V g cuando ambas proposiciones que la componen lo son, sin embargo, si
deseamos la disyuncién excluyente, la denotamos p Y ¢, en este caso, si las proposi-
ciones p, ¢ son ambas verdaderas entonces p Y q es falsa.

Tabla de Verdad de la Implicacién (=)

[139%} [1Pw)]

Dadas las proposiciones “p”, “q” existe la implicacion de p con g, denotada p = g,
que se lee “p implica ¢” o “si ocurre p, entonces ocurre ¢”, proposicién tal que su tabla de
verdad es

b q P=4q
|4 |4 V
Vv F F
F Vv Vv
F F V

Observacion 1.1.6. La implicacion es verdadera siempre, menos cuando el antecedente p
es verdadero y el consecuente g es falso.

Tabla de Verdad de la Equivalencia (<)

(1992 [P

Dadas las proposiciones “p”, “q”, existe la equivalencia de p con ¢, denotada p < g,
que se lee “p equivalente ¢” o “p si y solo si ¢”, proposicién tal que su tabla de verdad es

p q P<=4q
Vv |4 Vv
V F F
F Vv F
F F V

Observacion 1.1.7. Resulta natural que la equivalencia sea verdadera cuando las dos pro-
posiciones que la componen tienen el valor el mismo valor veritativo.

Ejemplo 1.1.3. Determine el valor veritativo de ~ (p A q) < [(~p) V (~ q)].

Solucion. Su tabla de verdad es:

pla|phg|~@Ag |~p|~q|(~p)V(~vg) |~ (Ag) < [(~p)V(~Jg)
VIiv]i v F F | F F v
VIF| F % F |V % v
F|V] F % V | F % v
F|F| F % % % v
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Ejemplo 1.1.4. Determine el valor veritativo de [p A (g V r)] = 7.

Solucion. Su tabla de verdad es

<
3
<

pA(gVr)=r

-
3
>

< S S S S S <
SIS ECIRSIRSIRNE)

S S S SR
S S S S

oS S S S

<|<|<|<|<|=|=|<

En el ejemplo anterior, dado que consideramos tres proposiciones basicas, el total
de variaciones de tres elementos, cada uno con respuestas dicotémica (grupos con tres
elementos donde interesa el orden) es 2% = 8. Si son 4 las proposiciones bésicas entonces
el total de variaciones, en estas condiciones, es 24 = 16.

Ejemplo 1.1.5. Si (~ p A q) = 71 es Falso, determine el wvalor de verdad de
(qV s) =~ (rAp).

Solucién. Como (~ p A q) = r es Falso entonces ~ p A g es Verdadero y r es Falso; es
decir, conseguimos ~pes V,qges V, res F.

Dado que g es V entonces la proposiciéon ¢ V s es V, ademds, como r es F' entonces
r Apes F de donde ~ (r Ap)esV.

Finalmente, (¢ V s) =~ (r Ap) es V.

1.1.4. Tautologia, Contradiccion, Contingencia
Tautologia

Una proposiciéon compuesta que siempre es verdadera, es una Tautologia. Una tauto-
logia la denotamos por I.

Ejemplo 1.1.6. Demuestre que pV (~ p) es tautologia.

Solucién. Debemos encontrar su tabla de verdad y verificar que siempre es verdadera

pV(~p)
i%
i%

p ~p
Vv F
F |4

Ejemplo 1.1.7. Demuestre que ~ (~ p) < p es tautologia.
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Solucion. Su tabla de verdad es

) &P

p)|~(~p
v
v

pl~p|~(~
V] F i%
F|V F

Ejemplo 1.1.8. Demuestre que {p = [q¢ A (~ q)]} = (~ p) es tautologia.

Solucién. Su tabla de verdad es

gN(~q) |p=1g {p=1[gN(~ 9]} = (~p)

o <SS
< | Sk

2
< | S|
551 eS| Res]les)
<| < M| | >

2
<SG

<|<|<|=

Esta proposicion se llama “método de demostracion por reduccion al absurdo”.

Contradiccién

Una proposiciéon que siempre es falsa, es una Contradiccion. Una contradicciéon la
denotamos por 0.
Ejemplo 1.1.9. Demuestre que p A (~ p) es una contradiccion.

Solucién. Debemos encontrar la tabla de verdad de la proposicién y verificar que siempre
es falsa

P ~p pA(~p)
i% F F
F i% F

Contingencia

Una proposiciéon que no es tautologia ni contradiccién se llama Contingencia.

Ejemplo 1.1.10. Demuestre que pV (~ q) es una contingencia.

Solucion. Su tabla de verdad es

P q ~q pV(~q)
vV i% F i%
vV F i% i%
F i% F F
F F i% %

Concluimos que p V (~ ¢) es una contingencia.
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Leyes Fundamentales del Algebra de Proposiciones

Identidad pANI & p pVO&p

pAN0&0 pVIsT
Idempotencia PADPED pVp&ep
Involucién ~(~p)ep
Complemento ~0&s 1 ~1<0

pA(~p) =0 pV(~p) &1
Conmutatividad pAqg<S gAp pVqg&EqgVp
Asociatividad pA(gAT)S (pAg) AT pVgVr)s (pVg Vr

Distributividad pA(gVr)< (pAq)V(pAr) pV(gAr)< (pVag) A(pVr)

De Morgan ~(pNq) & (~p)V(~q) ~(pVq) e (~p) A(~q)

Observacion 1.1.8. Una ley fundamental, muy importante es (p = ¢) < ((~p) V q).

Ejemplo 1.1.11. Si definimos V y A como pVq = (~p) A (~ q), pAg=(~p)V (~q),
demuestre, sin usar tablas de verdad que

a) pVp &~ p.
b) pAq e~ (pAg).
¢) pVqe~ (pVy).
Solucién.
a) pVp & (~p) A (~p) &~ p.
b) ~ (pAg) &~ [(~p) V (~ q)] &~ (~p)A~ (~q) & pAg.

c) ~(pVgq) &~ [(~p) A (~q)] &~ (~p)V~(~q) & pVg.

Ejemplo 1.1.12. Sin usar tablas de verdad, demuestre que pV [(~p) Aq] < pV q.

Solucion.
pVil~p)rnd e pV(~p)ApVvadeInpVegepVa

Ejemplo 1.1.13. Demuestre que p = (pV q) es una tautologia.
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Solucion.

p={@VvValel~pVvpvele(~pVp Ve elvgel

Ejemplo 1.1.14. Demuestre que [p A (p = q)] = ¢ es una tautologia.

Solucion.

~[pA(p=q9]Vq
~{pNl(~p)Vdl}Va
{(~p)v~[(~p)Vd} Vg
{(~p)vipA(~ 9]} Vy
{l~p)vpIAl(~p)V(~ @]} Ve
{IA(~p) VI~V
[(~p)V(~q)]Vg

(~p)VI(~aq) Vd

pVI

pA(p=q)]=q

S R

1.

Ejemplo 1.1.15. Demuestre, sin usar tablas {[(p A q) VTN ~q} Vg (rVq).

Solucion.

{llp AN ~ 4] ~q)} Vg
{lp A (gn ~ q)] ~q)}Vyq
{lpAOJV (rA~q)} Vg
{ov(rAn~q)} Vg
(rh~q) Vg
(rvg)A(~qVa)

(rvag Al

rVq.

{leAg) Vrin~qtVg Vv (rA
vV (rA

SR I O

1.2. LOGICA FUNCIONAL

1.2.1. Cuantificadores

Consideremos la siguiente frase: “x es un ntimero par”. Claramente esta frase no es
proposicién; es una férmula proposicional y la denotamos por p(x):“z es un nimero par”.

. Cémo transformar una férmula proposicional (FP) a proposicién?.
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1. Reemplazando “x” por un elemento determinado de un conjunto especifico D, llama-

do Dominio de la variable x. Asi, si para esta FP, D es el conjunto cuyos elementos
son 1, 2, 3,4, entonces:

p(1) : 1 es un ndmero par, es una proposicion, ya que p(1) es falso.

p(2) : 2 es un nimero par, es una proposicién, ya que p(2) es verdadero.

. Anteponiendo a la FP un simbolo que responde a la pregunta jcuantos elementos

de D verifican p(z)?.

Estos simbolos, llamados Cuantificadores, son:
Y @ significa “todos”.

3 : significa “algunos”.

adicionalmente tenemos

! significa “un dnico”.

Ejemplo 1.2.1.

1.

Vo de D : p(z) se lee: “todos los elementos de D son niumeros pares” y, claramente
es una proposicion, ya que es falsa.

2. 3z de D : p(x) se lee: “algin elemento de D es un nimero par”, es una proposicion,

ya que es verdadera.

3. 3z de D : p(x) se lee: “un unico elemento de D es un niumero par”, claramente es

una proposicion, ya que es falsa.

Observacion 1.2.1.

1.

2.

Adelantandonos, escribiremos: Va € D : p(z) en lugar de Vx de D : p(z).

Las definiciones, tanto en Matemadtica como en otras Ciencias que usan la Matemati-
ca, definen sus conceptos y declaran sus proposiciones usando, en particular, los
cuantificadores. Necesitamos conocer las leyes que regulan la cuantificacion.

1.2.2. Leyes de la Cuantificacién

Se cumple

1.

2.

~NzeD:p(x)<IzxeD:~p).

~[FxeD:px) e VreD:~px).
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Demostracion.

1. Si~ [Vz e D: P(x)] es V entonces Vo € D : p(z) es F, luego Iz € D :~ p(x) es V.

Si~ [Vx € D: P(x)] es F entonces YV € D : p(x) es V de donde 3z € D :~ p(z)
es F.

Por lo anterior concluimos que ~ [Vx € D : p(z)] & Jx € D :~ p(x) es tautologia.

2.Si~[FdzeD:Px))esV =3FozeD:p(x)es F=VreD:~px)esV.
Si~[@BzeD:P(x)esF =3xeD:px)esV =VaeD:~px)es F.
Asi entonces: ~ [Jx € D : p(x)] < VYV € D :~ p(z) es una tautologia.

Ejemplo 1.2.2. Se define, para los conjuntos A y B, la nocion de “subconjunto”, denotado
A C B como
ACB& Ve :ze A=z € BJ.

Determine en que condiciones A no es subconjunto de B.
Notacion: ~ (AC B)=A¢ B.

Solucién. Como A C B & [Vz: 2 € A= x € B| entonces

A¢B & ~Nz:x¢ AVaze B
& dz:~(x¢ AVzxeB)
& dx:zxeANz ¢ B.

1.3. EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.1. Indique el valor veritativo de las siguientes proposiciones
a) Todo nimero natural es mayor que 2.
b) (Vz e R)(3y €R):zy > 0.
¢) 3z €N : 22 > 100.

Ejercicio 1.2. Use tablas de verdad para clasificar las siguientes proposiciones como:
Tautologia, Contradicciéon o Contingencia.

a) [(pVa)=d=(~pVag).

b) (p=4q) =I[pAr)=(gAT)]
c) ~l(~p=gN~(PAg]|Ng
)

d) [(p=aAr(@g=r)]=@=r).
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Ejercicio 1.3. Demuestre mediante Algebra de proposiciones
a) [(pVaA~pl e (~pAag).
b) [~ (pVa)V(~pAg)e~p.

o) p=@Arelp=9Ap=r)

Ejercicio 1.4. Usando los datos proporcionados en cada caso, obtenga el valor veritativo
pedido

a) Sise sabe que pAgesV y ademds r Ap es F, determine el valor de (rVq) = (rAq).
Resp. F

b) Sabiendo que p = q es F, r A p es F, determine el valor veritativo de

i)per. Resp. F
i) ~[pA(~1)]. Resp. F

c) De la falsedad de (p =~ q) V (~ r = s) deduzca el valor veritativo de

i) (~pA~q)V(~q). Resp. I
i) (~rVag) Agl < [(~qgVr)As]. Resp. F
i) (p=r)=[(pVaA(~q)].  Resp.V

Ejercicio 1.5. Si p | ¢ significa “ni p y ni ¢”, jcudles de las siguientes proposiciones son
tautologias?.

a) [(pda)d(gdp)]e(pVa).
b) ~(pAg) e pla
)
) ~

c) plqg) e~ (Va.

d) ~(plg)epVva

Ejercicio 1.6. Sabiendo que la proposiciéon compuesta ~ p ¥ [¢ = (~ rV ~ s)] es verda-
dera, determine el valor de verdad de [~ p= (~7Vq)]Vs. Resp. V

Ejercicio 1.7. Demuestre que cada uno de los siguientes argumentos es valido (es decir,
que la proposicién es una tautologia), usando el dlgebra de proposiciones.

a) [(p=q) Apl=q
b) [(p=q) A (~p)] =~ p.

o p=Nn@g=>r]=@=r).
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d) [(pvVg A (~p)=q
e) (pAq) =p, (PAq) =g
f) p=(pVaq).

Ademsds, identifique cada una de las siguientes “frases” con alguno de los argumentos
anteriores

1. José tiene un cuaderno o un lapiz , José no tiene un cuaderno, por lo tanto, José tiene
un lapiz.

2. Si José gana el concurso entonces obtendra una beca, José gané el concurso, por lo
tanto, José obtendra la beca.

3. Si José gana el concurso entonces obtendra una beca, José no obtuvo la beca, por lo
tanto, José no gand el concurso.

4. Todos los monos son desordenados, luego, los monos son desordenados o son peludos.

5. Si no llueve entonces se perdera la cosecha, si se pierde la cosecha entonces no se
podra cancelar la deuda entonces, si no llueve, no se podréa cancelar la deuda.

6. Ningun estudiante es ocioso y Maria es una excelente bailarina, luego, ningin estu-
diante es ocioso.



